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Il a été récemment établit que tout arbre àn sommets possède un schéma de routage de plus courts chemins utilisant
des adresses, des en-têtes et des tables de routage deO(logn) bits. Il est ouvert de savoir si ce résultat optimal peut être
étendu à des graphes plus généraux. En particulier Fraigniaud et al. (STACS ’02) ont posé la question de savoir si ce
résultat restait vrai pour les graphes planaires extérieurs, une classe de graphes planaires contenant les arbres.

Dans cet article, nous répondons positivement à cette question. Nous étendons le résultat à des graphes beaucoup plus
généraux, appelésk-cellulaires. En fait, tout graphe estk-cellulaire pour une certaine valeur dek. De plus, dans le
cas des graphes dessinés sur des surfaces de genre fini, les graphesk-cellulaires capturent le cas où tous les sommets
peuvent être couverts parO(k) faces disjointes du plongement, et le schéma de routage peutêtre alors construit en
temps quadratique.
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1 Introduction
Le routage point à point de messages est une fonctionnalité fondamentale des réseaux. Les composants
d’un schéma de routage sont les tables de routage, les adresses, les en-têtes, et un algorithme de routage.
Ce dernier prend comme paramètre l’en-tête du message arrivant et qui, en fonction de la table de routage
du sommet courant, détermine le numéro de port (de l’arête) sur lequel le message doit être retransmis. Le
premier en-tête du message est généré par l’émetteur à partir de sa table de routage et de l’adresse de la
destination. Dans beaucoup de schémas l’en-tête se résume àl’adresse de destination.

Si la longueur des routes induites par le schéma est clairement un critère de qualité, l’espace requis par les
tables de routage, la taille des adresses et des en-têtes, ouencore le temps de latence dans chaque routeur,
sont autant de paramètres essentiels qui doivent être optimisés.

Beaucoup d’efforts ont été consacrés à la conception de schémas de routage équilibrant la charge de
chaque routeur en terme de quantité d’information, l’idée que certains nœuds doivent jouer des rôles dif-
férents devenant une véritable faiblesse du schéma. D’autant plus que d’un point de vue théorique, il semble
toujours possible de répartir l’information de routage équitablement sur tous les nœuds du réseau tout en
gardant la même qualité sur la longueur des routes.

La conception de schémas de routage comportant un compromistaille des tables/longueur des routes
passe par l’étude structurelle de la topologie sous-jacente. Par exemple, un des buts recherchés pour les
réseaux planaires est de router à la « boussole », sans table de routage, uniquement à l’aide des coordonnées
des sommets du réseau. Malheureusement, même pour des structures aussi simple que les triangulations cet
objectif n’est pas atteignable : pour tout routage de plus courts chemins la taille des tables ou des adresses
est au moins deΩ(n1/4) bits pour des triangulations de degré borné, et au moinsΩ(n1/2) bits pour les
réseaux à croissance bornée (et donc de dimension doublantebornée) [1].

Pour des structures arborescentes, des solutions avec un espace polylogarithmique existent. Pour les
arbres,O(logn) bits suffisent [3, 2, 8] et cela s’étend aux graphes de largeurarborescente bornée avec
O(log2n) [7]. Cependant la borne est connue pour être optimale seulement dans le cas des arbres [4]. Ce
résultat pour les arbres est particulièrement intéressanten théorie du routage compact. Par exemple, le
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Fig. 1: (a) Une cellule où les sommets colorés forment un segment. (b) Trois cellules formant un graphe 9-cellulaire.

résultat quasi-optimal de Thorup et Zwick [8] est très dépendant du routage dans les arbres. Il énonce que
tout graphe possède un schéma de routage avec des tables de taille approximativementn1/k par sommet
garantissant des routes de longueur au plusO(k) fois la distance, pour tout paramètrek > 1.

Fraigniaudet al. [4] ont posé explicitement la question de savoir si le schémaoptimal des arbres pouvait
être étendu à d’autres graphes, en particulier est-ce que tout graphe planaire extérieur, une surclasse des
arbres (voir Fig. 1), possède un schéma de routage de plus courts chemins avec tables et adresses sur
O(logn) bits ? La meilleure borne connue étant deO(log2n) bits [7].

Nous répondons positivement à cette question. Nous montrons également que si le graphe est décom-
posable encellules(qui sont des graphes planaires extérieurs connexes) alorsles tables de routage aug-
mentent jusqu’àO((k+ 1) logn) bits/sommet oùk représente le nombre total (avec multiplicité) des som-
mets partageant plusieurs cellules, les en-têtes et les adresses restant de tailleO(logn) bits.

Il est important de noter que le schéma que nous présentons est universel, il s’applique à tout graphe en
choisissant une valeur adéquate pourk. Pour le cas planaire (et de genre borné), il existe un algorithme
quadratique pour calculer la décomposition en cellules [5]D’une certaine façon ce schéma universel ex-
ploite la nature géométrique de la topologie sous-jacente.

2 Préliminaires

Unecelluled’un grapheG est le plongement d’un sous-graphe connexe deG sur le plan sans croisement
d’arête où tous les sommets bordent la face extérieure (cf. Fig. 1(a)). Donc chaque cellule d’un graphe est
un graphe planaire extérieur connexe.

Unecouvertured’un grapheG est un ensemble de sous-graphes deG tel que chaque arête deG soit con-
tenue dans au moins un sous-graphe. On appelleattachementtout sommet appartenant à plusieurs cellules.
Lenombre d’attachementsd’une couverture est la somme, sur toutes les cellules, du nombre d’attachements
des cellules. Finalement, un graphek-cellulaireest un graphe connexe possédant une couverture en cellules
de nombre d’attachements au plusk (cf. Fig. 1(b)).

Les graphes planaires extérieurs connexes sont donc 0-cellulaires, et réciproquement. Tout graphe con-
nexe àmarêtes est 2m-cellulaire, chaque cellule correspondant à une arête et lenombre total d’attachements
à la somme des degrés.

Unepartition k-cellulaireest une partition en cellules de nombre d’attachements au plusk. Il est facile
de voir que tout graphek-cellulaire possède une partitionk-cellulaire, car supprimer une arête partagée par
plusieurs cellules d’une couverture reste une couverture cellulaire dont le nombre d’attachements n’est pas
plus grand.

Un segmentest un ensemble de sommets consécutifs d’une cellule obtenuen parcourant les sommets le
long de la face extérieure.

Pour un arbreT enraciné enx, on noteTu le sous-arbre deT enraciné enu induit par les descendants deu
dansT. Un résultat du à Frederickson et Janardan [6] est que siT enraciné enx couvre un graphe planaire
extérieur (donc une cellule), alors pour tout voisinu dex, Tu est un segment.
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3 L’algorithme de routage
Considérons une partitionk-cellulaire d’un grapheG connexe àn sommets.

Pour tout sommetx deG, soit ATTACH(x) une table de routage construite à partir d’un arbre de plus courts
chemins couvrantG enraciné enx dans laquelle seuls les sommets descendants d’au moins un attachement
sont préservés. Donc, pour toute destinationy, ATTACH(x)[y] donne le numéro de port de l’arête menant
versy si dans l’arbre choisi parx le chemin utilise au moins un attachement.

Pour toute celluleC de la partition, on choisit un arbre enracinéRC couvrant3 C, de plus courts chemins
dansC. Notons queRC n’est pas forcément un arbre de plus courts chemins deG. Pour tout sommetx deC,
on note TABLECELL(x,C) une table de routage construite à partir d’un arbre enracinéenx couvrantC et de
plus courts chemins dansC dans lequel on supprime les sous-arbres issus des voisins dex ne contenant que
des descendants dex dansRC. Donc, pour toute destinationy /∈ RC

x , TABLECELL(x,C)[y] donne le numéro
de port de l’arête menant versy.

L’algorithme de routage présenté ci-dessous est élémentaire, l’originalité venant de son implémentation.

Routage dex∈ G versy∈C :

1. siy∈ ATTACH(x), retourner ATTACH(x)[y], sinon
2. siy∈ RC

x , router dans l’arbreRC, sinon
3. retourner TABLECELL(x,C)[y].

Montrons que le routage est de plus courts chemins. Notons qu’il suffit de montrer que la première
étape du routage enx retourne une arête sur un plus court chemin dex à y. C’est évidemment vrai dans
le cas 1, siy ∈ ATTACH(x). Si y /∈ ATTACH(x) cela signifie qu’il existe un plus court chemin entrex et
y complètement contenu dans la même cellule, disonsC, tout chemin entre deux cellules devant sinon
intersecter un attachement. Il suit qu’un plus court cheminentrex et y dansC l’est aussi dansG. Donc
par construction de l’arbreRC, le routage dans le cas 2 est selon un plus court chemin. Finalement, dans le
cas 3 le routage est aussi selon un plus court chemin dansC, donc dansG.

4 Implémentation
Il a été démontré dans [3, 8] que tout arbre àn sommets possède un schéma de routage utilisant des tables,
des en-têtes et des adresses deO(logn) bits4. Pour tout arbreR, on noteraλ(x,R) la concaténation de
l’adresse et de la table dex de ce schéma de routage appliqué àR si bien que le routage dex à y peut être
déterminé par la seule donnée du couple(λ(x,R),λ(y,R)).

Tout sommetx de G possède un indice∈ {1, . . . ,n} obtenu comme suit : les sommets d’attachements
sont numérotés en premier dans un ordre quelconque, les autres sommets étant numérotés consécutivement
selon un parcours bordant la face extérieure de chaque cellule.

L’adresse du sommetx est composée du triplet(i,C,λ(x,RC)), où i est l’indice dex et C une cellule
arbitraire contenantx. Les en-têtes sont simplement composés des adresses, qui sont donc surO(logn) bits.

La taille des tables de routage du sommetx est donnée par les tables ATTACH(x) et TABLECELL(x), ainsi
queλ(x,RC) pour toutes les cellulesC contenantx. Il y en a plusieurs six est un attachement. Il faut aussi
stocker une table indiquant la plage des numéros de ports utilisés pour chaque celluleC contenantx. Notons
que pourk 6= 0 il ne peut avoir plus de cellules que le nombre d’attachements. Autrement dit,x appartient à
au plusk cellules. Donc les plages de degrés ainsi que les donnéesλ(x,RC) ne coûtent queO(k logn) pour
la table dex. Reste à évaluer les tailles des tables ATTACH(x) et TABLECELL(x).

Les deux tables sont implémentées de manière similaire en compactant toutes les destinations utilisant la
même arête (c’est-à-dire le même numéro de port) sous forme d’intervalles d’entiers consécutifs. Pour cela

3 RC existe carC est connexe.
4 Ce schéma permette également de déterminer si la destination est un descendant du sommet courant, c’est-à-dire si la route ne passe

pas par le père. Dans ce papier, on suppose que les numéros de ports dex peuvent être permutés dans d’intervalle[1,deg(x)] afin
d’optimiser la table de routage. Dans le cas où les numéros deports ne peuvent être permutés, alors la taille des étiquettesλ(x,R)
augmente jusqu’àO(log2 n/ log logn).
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on utilise l’indice des sommets. L’appartenance dey à un segmentX donné se fait simplement en testant si
l’indice dey est contenu dans un intervalle d’entier (modulo|C|) qui codeX.

À tout sous-ensembleX de sommets d’une cellule, on associe seg(X) le plus petit nombre de segments
dont l’union estX. Nous avons le résultat clé suivant :

Lemme 1 Soit C une cellule de G, x un sommet de G, et T un arbre de G enraciné en x et couvrant C. Soit
A l’ensemble des attachements de C distincts de x et soit U l’ensemble des voisins u de x tel que Tu∩A 6= ∅.
Alors ∑u∈U seg(Tu∩C) 6 2|A|−1.

Autrement dit, la partie de ATTACH(x) concernant la celluleC peut se compacter enO(|A|) intervalles
d’indices (le nombre n’étant pas exactement 2|A| −1 car les attachements sont numérotés avant tous les
autres sommets et peuvent ainsi ajouter des intervalles). Au total, ATTACH(x) s’implémente avecO(k)
intervalles d’indices, la somme des attachements deG étant dek par définition.

La recherche dey∈ATTACH(x) peut être effectuée par une recherche dichotomique en tempsO(log|A|)=
O(logk) en rangeant les intervalles par cellules, la celluleC dey étant codée dans l’adresse dey.

Le résultat suivant nous indique qu’en fait TABLECELL(x) peut être implémentée suivant le même
principe avec 5 intervalles indices seulement.

Lemme 2 Soit R un arbre enraciné couvrant une cellule C et de plus courts chemins. Alors, tout sommet
x a au plus5 voisins u pour lesquels il existe un sommet y/∈ Rx tel que la distance dans C entre x et y
augmente si l’arête{x,u} est supprimée.

L’adresse dey contientC et λ(y,RC). Donc en temps constant le sommetx peut décider siy∈ RC
x et le

cas échéant calculer la route à l’aide deλ(x,RC). Nous avons vu que la recherche dey dans ATTACH(x),
étant donnéC, en tempsO(logk), tous les autres tests étant constants. Nous avons donc montrer :

Théorème 1 Tout graphe k-cellulaire possède un schéma de routage de plus courts chemins utilisant des
tables de O((k+ 1) logn) bits par sommets, des adresses et des en-têtes de O(logn) bits. Le temps de
décision est de O(logk) par sommet.

Le théorème 1 s’étend au modèleports fixés, c’est-à-dire le cas où les numéros de ports sont fixés avant
la construction des tables et des adresses, et ne peuvent être changés. Alors, les termes « logn » de l’énoncé
précédent devant être remplacés par « log2n/ loglogn ».

5 Conclusion et perspectives
Le schéma présenté peut être étendu aux graphes valuésk-cellulaires avec les mêmes performances, moyen-
nent un algorithme et une implémentation plus sophistiquéspour le routage à l’intérieur d’une cellule (dans
le cas valué le lemme 2 devient faux).

Notons que c’est une propriété combinatoire qui est au cœur de notre schéma, en particulier la décompo-
sition cellulaire n’impose aucune restriction sur la métrique des cellules : la distance entre deux sommets
d’une cellule est sans relation avec celle dans le graphe en entier. Il serait intéressant d’étendre le schéma à
d’autres graphes, et particulier aux graphes de largeur arborescente bornée, mais la taille des séparateurs ne
semble pas suffisante pour être exploité dans le cadre du routage.

Une autre piste est d’étendre le schéma aux graphes excluantcertaines sous-structures, le fait que les
graphes planaires extérieurs excluentK2,3 se révélant fondamental dans notre schéma.
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