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Résumé

Nous proposons une représentation imlicite ou schéma d’étiquetage
d’adjacence compact pour les arbres de degré borné par d. Notre schéma,
nommé Parcours bondissant, assigne & chaque sommet d’un tel arbre de
n sommets des étiquettes binaires distinctes de taille log, n + O(log, d)
bits telles que 'on puisse calculer 'adjacence entre 2 sommets en utili-
sant seulement leur étiquette. Nous utilisons ce résultat pour améliorer
les bornes connues pour la représentation implicite des graphes planaires
exterieurs (respectivement des graphes planaires) obtenant ainsi 2log, n
(respectivement 3log, n) comme borne pour la taille des étiquettes.

1 Introduction

Les deux manieres les plus connues de représenter un graphe sont les matrices
d’adjacence et les listes d’adjacence. Cette derniere représentation est efficace
en terme d’information a stocker pour les graphes peu denses, mais les requetes
d’adjacence requiert une recherche dans la liste. A I'opposé, les matrices d’ad-
jacence permettent des requétes en temps constant au prix d’une information &
stocker de taille super-linéaire.

Une autre technique appelée representation implicite ou schéma d’étiquetage
d’adjacence, consiste a assigner une étiquette a chaque sommet d’un graphe telle
que l'on puisse calculer les requétes d’adjacences entre deux sommets avec pour
seule entrée les deux étiquettes des sommets. Le but est minimiser la taille
maximum des étiquettes associées aux sommets ainsi que de minimiser le temps
d’exécution de la fonction d’adjacence.

Les schémas d’étiquetage d’adjacence, introduits par [Bre66, BF67], ont été
étudiés par [KNR88, KNR92]. Ils ont donné des schémas d’étiquetage d’ad-
jacence pour de nombreuses familles de graphes avec des étiquettes de tailles

*Laboratoire Bordelais de Recherche en Informatique, Université de Bordeaux, Bordeaux,
France. {bonichon,gavoille,1aboure1}@1abri .fr. Les trois auteurs sont financés par le pro-
jet ?GeoComp” de ’ACI Masse de Données.



O(logn) bits. En particulier, pour les arbres leur schéma consiste & : 1) pré-
étiqueter les sommets de ’arbres avec des étiquettes distinctes choisies de
manieére arbitraire et servant d’identifiant; 2) choisir une racine; et 3) don-
ner aux sommets comme étiquette la paire composée de son identifiant et de
Iidentifiant de son pere. Le test d’adjacence vérifie si I'identifiant d’'un sommet
est égal a 'identifiant du peére de I'autre sommet. De telles étiquettes sont de
taille 2 [logn] bits!, alors que [logn] sont clairement nécessaires puisques les
étiquettes doivent étre distinctes.

Améliorer la borne supérieure sur la taille des étiquettes obtenu grace a ce
schéma simple n’est pas une tache facile. Cette borne a été améliorée de maniere
non-triviale par [AKMO01] & 1.5logn + O(loglogn) bits, et plus récemment &
logn + O(log* n) bits? [AR02] laissant ouverte la question de savoir si on peut
améliorer cette borne & logn + O(1) bits qui est la meilleure borne inférieure
connue.

Une importante observation de [KNR88] est que, chaque famille F de graphes
d’au plus n sommets supportant un schéma d’étiquetage avec des étiquettes de
taille au plus clog n bits, a un graphe U,, (F) d’au plus n® sommets tel que chaque
graphe de F avec au plus n sommets est un sous-graphe induit de U, (F). Le
graphe U, (F) est appelé graphe universel-induit pour F.

Motivées par des application dans les moteurs de recherche XML, ainsi que
dans les applications ditribuées telles que les réseaux pair-a-pair ou le routage
dans des réseaux, d’autres structures de données distribuées de taille d’étiquettes
de O(logn)-bit ont été développées.

Par exemple, le routage dans les arbres [FGO1, TZ01], le routage par plus
court chemin dans des réseaux spécifiques [BG05, DL02, DL04], des requétes
de distances pour les graphes d’intervalles, d’arc circulaires et de permuta-
tions [BGO05, GP03a] ont des des structures de données distribuées de taille
O(logn) bits. Plus spécifiquement pour les requétes sur les arbres, il existe :
le plus petit ancétre commun [AGKRO04] avec des étiqutte de taille O(logn),
I'ascendance [AAK105] avec logn + O(y/logn ) bits, et des requétes sur des
sommets proches avec logn + ©(loglogn) bits [KMO01, ABRO5]. Un “survey”
sur les schémas d’étiquetage peut étre trouvé dans|GP03b]. Tous ces schémas
donnent des étiquetages de taille logn + w(1)3.

A notre connaissance, pour des familles de graphe raisonnablement grande,
il n’existe pas de struture de donnée distribuée optimale pour la taille des
étiquettes a un facteur constant pres. En particulier, pour les requétes d’ad-
jacence dans les arbres, la meilleure borne inférieure connue est logn alors
que la borne supérieure est logn + O(log” n) [AR02]. Ce schéma, basé sur une
décomposition récursive en O(log" n) niveaux, a un temps de calcul pour les
requétes d’adjacence de Q(log" n).

1Tous les logarithmes sont en base deux.
2log* n dénote le nombre de fois le log doit é&tre itéré afin d’obtenir une constante.
3f(n) = w(g(n)) si et seulement si g(n) = o(f(n)).



2 Description générale de la technique

De maniere général, la technique de parcours bondissant consiste a :

1. Selectionner un parcours approprié pour le graphe;

2. Associer & chaque sommet z une information C(x);

3. Réaliser le parcours du graphe et assigner des étiquettes aux sommets de
maniere croissante dans 1’ordre du parcours du graphe mais pas forcément
consécutives.

Intuitivement, le test d’adjacence entre z et y est fait sur la base de C(x)
et C(y). En fait, les sauts réalisés en étape 3 sont faits en sélectionnant un
intervalle associé a chaque sommet dans lequel chaque étiquette doit étre. Il est
important de noter que les intervalles sont ordonnés dans le méme ordre que les
sommets correspondants dans le parcours. De plus, tous ces intervalles doivent
étre disjoints. La position de I'tiquette de = dans son intervalle est choisie de
maniére & ce que 'on puisse encoder C(x) dans I'étiquette et ensuite pouvoir
extraire cette information. En général, 'information C(z) determine un certain
nombre d’intervalles contenant les voisins de x le suivant dans le parcours et
seulement ceux-ci.

La principale difficulté de cette technique est de choisir I'information C(z) &
coderet surtout la maniere de la coder. En effet, généralement, on ne pourra pas
coder les distances exactes qui déterminent les intervalles contenant les voisins,
et en fait on code une approximation qui est supérieure & la distance initiale.
Ensuite, pour que le schéma soit valide, on décale tous les étiquettes des sommets
suivants pour que cette distance devienne la véritable distance. Intuitivement,
il est clair que plus on approxime la distance, plus on doit décaler les étiquettes
des sommets suivants et inversement.

Cette technique différe fondamentalement des schéma précédents, dans les-
quels une étiquette est essentiellement vue comme un identifiant de [logn]
bits plus des informations supplémentaires, obtenant ainsi inévitablement des
étiquettes de taille logn + w(1) bits.

3 Arbres de degré borné et applications

En utilisant le parcours bondissant, on peut obtenir un schéma pour les
arbres de degré borné dont la taille des étiquettes dépend de d et qui est optimal
a un facteur constant pres si d est constant. Il est important de noter que le
schéma de [AR02] pours les arbres quelconques ne se simplifie pour les arbres
de degré borné.

Théoreme 1 La famille des arbres d’au plus n sommets et de degré borné par
d admet un schéma d’étiquetage d’adjacence avec des étiquettes de taille au
plus logn + O(1) bits. De plus, le test d’adjacence se fait en temps constant et
Uétiquetage du graphe en temps O(n).

D’aprés [KNRS8], cela implique que les arbres de degré borné par d
ont un graphe universel induit de taille O(d°Mn). De plus, en utilisant la



décomposition en arétes de [Gon] pour les graphes planaires en trois arbres
dont un est de degré borné par quatre, on peut améliorer la meilleure borne
connue pour les graphes planaires.

Théoréme 2 La famille des graphes planaires d’au plus n sommets admet un
schéma d’étiquetage d’adjacence avec des étiquettes de taille au plus 3logn +
O(1) bits. De plus, le test d’adjacence se fait en temps constant et l’étiquetage
du graphe en temps O(n).

De la méme fagon on peut améliorer la borne pour les graphes planaires
extérieurs en utilisant le fait qu'on peut partitioner leurs arétes en deux arbres
dont un est de degré borné par trois.

Théoréme 3 La famille des graphes planaires extérieurs d’au plus n sommets
admet un schéma d’étiquetage d’adjacence avec des étiquettes de taille au plus
2logn + O(1) bits. De plus, le test d’adjacence se fait en temps constant et
Uétiquetage du graphe en temps O(n).

4 Conclusion

La conjecture de représentation implicite de graphe de [KNR88, KNR92],
toujours irrésolue a ce jour pose le probleme de savoir si chaque famille
héréditaire? avec 20("1°87) graphes étiquetés de n sommets admet un schéma
d’étiquetage d’adjacence avec des étiquettes de taille O(logn)-bit. Cette conjec-
ture est motivée par le fait que chaque famille avec au moins 2¢"1°8™ graphes
étiquetés de n sommets requiert des étiquettes de taille au moins clogn bits.

Notre schéma suggere que pour les arbres, des étiquettes de taille logn+O(1)
bits sont peut-étre possible. Nous proposons donc de prouver ou de réfuter la
proposition suivante :

Chaque famille héréditaire de graphe avec au plus n120( = gnlogn+0(n)
graphes étiquetés admet un schéma d’étiquetage d’adjacence avec des étiquettes
de taille logn + O(1) bits.

De nombreuses familles de graphes sont concernées par cette proposition :
arbres, graphes planaires, graphes d’arborescence bornée, graphes de genre
borné, graphe excluant un mineur fixé (cf. [NRTWO05] pour I”énumération de ces
graphes). Prouver cette derniére conjecture semble difficile. En effet, la meilleure
borne connue pour les planaires est seulement de 3logn + O(log™ n) qui est re-
lativement éloignée de la borne de logn + O(1) proposée par la conjecture.
Inversement, réfuter cette conjecture est difficile car une simple énumération ne
suffit pas.

4Les familles héréditaires sont les famille de graphes close en prenant un sous-graphe.
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