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Dans 
e TD, nous allons reprendre le type abstrait �di
tionnaire�, puis étudier et utiliser le

type 
on
ret arbres AVL pour en donner une implémentation.

Au TD pré
édent, nous avons utilisé les arbres binaires de re
her
he (ABR) 
omme type


on
ret pour le type abstrait di
tionnaire. Nous avons mentionné et 
onstaté de manière

expérimentale que le temps moyen d'insertion dans un ABR est de l'ordre de O(log N) si

l'arbre 
ontient déjà N sommets. Cela dit, l'arbre peut parfois produire une forme dégénérée et

produire des temps d'insertion de l'ordre de O(N). C'est le 
as lorsque les séquen
es d'éléments

à insérer sont totalement ordonnées ; les séquen
es 
roissantes produisent des segments de

bran
hes droites, et les séquen
es dé
roissantes produisent des segments de bran
hes gau
hes.

In
idemment, même si une séquen
e n'est pas totalement ordonnées, les sous-séquen
e qui le

sont introduisent dans l'arbre des segments de bran
hes et pénalisent ainsi les performan
es.

Les arbres AVL apportent un remède à 
ette situation. Ces arbres sont dé�nis ainsi :

Un arbre AVL est un arbre binaire de re
her
he T = (T ′, a, T ′′) tel que les hauteurs des sous-

abres T ′ et T ′′ di�èrent au plus de 1, et tel que les sous-arbres T ′ et T ′′ sont aussi des arbres

AVL.

L'obje
tif visé est don
 d'avoir des arbres équilibrés, aussi pro
hes que possible d'un arbre

binaire parfait. Ave
 
es arbres, l'opération d'insertion se fait dans le 
as le pire en temps

O(log N).

Exer
i
e 1. - Rotations

Les opérations d'insertion et de deletion dans les rabres AVL se font en deux temps :

� on insère ou retire l'élément 
omme on le fait pour les arbres binaires de re
her
he, sans

tenir 
ompte des hauteurs relatives des sous-arbres ;

� au besoin, on rétablit l'équilibre des sous-arbres.

Fig. 1 � Opération de rotation sur un arbre.



Par 
onséquent, la question qui se pose lorsqu'on utilise les arbres AVL et que l'on 
onsidère

les opérations d'insertion et de deletion est de maintenir l'équilibre des sous-arbres gau
hes. Le

rétablissement de l'équilibre se fait en utilisant (et en 
omposant) des opérations de rotations.

1. La �gure dé
rit l'e�et sur un arbre de l'opération de rotation. Montrer que lorsque l'arbre

est un arbre binaire de re
her
he (ABR), alors l'arbre obtenu par rotation gau
he ou droite

est aussi un ABR.

2. IL faut maintenant étudier les situations où il nous faudra e�e
tuer un ré-équilibrage des

arbres. Notez que par
e que l'insertion/deletion d'e�e
tuera dans un arbre AVL, les seules

situations de déséquilibres sont 
elles où les sous-arbres sont de hauteur respe
tives h et h+2
(ou vi
e-versa). Ces 
as sont résumés par la �gure suivante :

Fig. 2 � Situations possibles de déséquilibre (après insertion, par exemple).

A 
haque fois ; l'arbre déséquilibré est en première ligne et l'arbre équilibré résultant apparaît

au bas. Exprimer 
ha
un de 
es 
as sous la forme d'opérations de rotation appliqué à l'arbre

de départ.

Exer
i
e 2. - Implémentation ave
 les arbres AVL

Nous e�e
tuons quelques hypothèses 
on
ernant notre di
tionnaire.

� Nous interdisons de sto
ker l'objet NULL dans le di
tionnaire, qui sert de valeur de retour

en 
as d'erreur, notamment lorsque la re
her
he d'un objet é
houe.

� Nous interdisons les doublons dans le di
tionnaire.

� Les 
lés sont de type non 
onnus.



� L'utilisateur nous fourni une fon
tion de type 
ompare qui permet de 
omparer deux 
lés

pour savoir si la première est stri
tement inférieure, égale ou supérieure à la se
onde. Cette

fon
tion en
apsule en quelque sorte l'ordre total sur les 
lés. On 
onviendra que la fon
tion

retourne une valeur négative, zéro ou positive selon le 
as re
ontré.

Voilà l'interfa
e C que nous proposons pour le di
tionnaire, ou table asso
iative (map en

anglais).

stru
t map;

typedef stru
t map *map;

/* map an integer key to an obje
t pointer */

typedef int (*
ompare)(void *, void *);

/* 
reate an empty map */

extern map map_
reate(
ompare f);

/* find an obje
t in the map and return it or NULL if not found */

extern void * map_find(map m, void * key);

/* insert an obje
t in a map and return it or NULL in 
ase of

failure (NULL obje
t or obje
t already inside the map) */

extern void * map_insert(map m, void * obje
t);

/* delete an obje
t from a map and return it or NULL in not found */

extern void * map_delete(map m, void * key);

L'obje
tif de 
et exer
i
e est d'implanter l'interfa
e proposée en utilisant les arbres AVL.

Vous souhaiterez implémenter en interne les fon
tions réalisant le ré-équilibrage des arbres, et

notamment les opérations de rotations gau
he et droite pour fa
iliter la le
ture et la modularité

du 
ode.

A�n de fa
iliter l'analyse et le debuggage des algorithmes, on pourra implanter la fon
tion

suivante qui représente l'arbre binaire de re
her
he sous-ja
ent.

/* dump the underlying binary resear
h tree */

extern void map_dump(map m);

Exer
i
e 3. - E�
a
ité des arbres AVL Quelle est le nombre d'éléments et la profondeur

maximale d'un arbre AVL lorsque l'espa
e disponible est de 2 Go ? En déduire le nombre

d'étapes né
essaires pour la re
her
he, l'insertion, et la deletion d'un élément d'un arbre de


ette taille o

upant 
ette espa
e mémoire.


