5 Super-harmoniques

Définition 115 P € Q| X, ] est quasi-symétrique
siVk < n, Y(ai,...,a) € (N*)¥,

o -l P = [af) a1

dés que 11 < --- <1 et 91 < -+ < Jg.
Notons (QSym,, leur ensemble.

Remarque 116 Il est clair que Sym,, C QSym,,,

mais (n=3)

2o + 2223 + 2323 € QSym, \Sym,.

2,1,04+]2,0,1]4+0,2,1]




Définition 117 Pour a = (a4, ..., q;) une com-
position de |a|=k >0, on définit :

_ (oA (67
Ma(Xn> — E : Ly Ly,
0<211<---<y <n

Fo(Xn) =) Mg(Xn).
Bra

Exemple 118 n=3,a = (1,2) :

:Elx% + :1:1.70% + :ng?),

M,2) + M1,1,1)

:Elx% + $1$:.25 + :1;2:1;3, + X1T2x3

Exemple 119
F32) = M@32)+Masgo + Mgz12) +Maie

+Miz11) + Maziy+Meiy +Maai-




Proposition 120 Les fonctions F,, vérifient les
relations de récurrence suivantes :
pour a = (Q1,Qs,...,Qk),

.
xlF(al—l,ag,...,ak)(xla .. 7xn)

+Fy(zo,...,xn) sty >1,

xlF(ag,ag,...,ak)(x27 c ot 71‘7’),)

| tFu(m2,.. ) st =1

Exemple 121 n = 3,

Fio1)(X3) = x%xg -+ 513%.’133 + x1x9T3 + 513%373

r1(x122 + 123 + T2x3) + T3

T1F(1,1)(T1, %2, 23) + Fl2,1) (22, T3)
F(1,9)(X3) = xlx% + x1Tox3 + xlxg + xgazg
T1(25 + Toxs + 13) + ToT3

= 21 F(9)(x2,23) + F(1,2) (22, T3)




Espace Super-Harmonique

ST, = (Fa, o > 0).

Définition 122 On définit le quotient

et I’espace super-harmonique

SH, = ST
{P € QX,]/Val >0, Fy,(O)P

Remarque 123

Sym, C QSym, — SH, C H,.




Nombres de Catalan
Les nombres de Catalan
o — 1 (2n>
n+1\n

énumeérent (entre autres !) les chemins de Dyck.

Exemple 124 n =3, (3 =5

YAVA VAN /\/\

A VNV AGN

AN




Théoréme 125 La dimension de [’espace super-

harmonique est donnée par

1 2
dim SH,, = dim SQ,, = C,, = ( n)
n-+1




Correspondance entre éléments de N" et

chemins

Exemple 126 Pour n = 6, on associe &

e=(2,1,0,3,0,1)

le chemin P, suivant :




Chemin de Dyck :

e=(0,1,1,0,2,1)

Chemin transdiagonal :

e=(0,1,2,1,0,2)




Théoréme 127 L’ensemble de mondémes

{X! / n de Dyck}

est une base de SQ,,.




Exemple 128 (n = 3)

Tr1 + To + T3
2 2 2
] +T1T2 + T1T3 + 5 + TaT3 + T3
= z1(x1 + T2 + x3) + T3 + T2x3 + T3
— .2 2
= x5 + ToT3 + T3
2 2 2
T1T5 + T1X2x3 + T1T3 + T2x3

= x1(23 + T273 + T3) + T2T3

= 513233%

= z1Fo(x1, 29, 23) + F3(x2, 23)
= QE‘;’ + CC%CCg + £E2£E§ + :E%
To (15 + T23 + 73) + 23

T3




Les mondmes non divisibles par {x1, 23, Tox3, 73 }

sont :




Construction de G

On construit une famille de polynémes

G = {G. € Q[X,] ; € transdiagonal} C 87,
par récurrence sur la longueur de € :

e si ¢ = al*, alors G, = F, ;

e sinon, on regarde le zéro le plus a droite :

e = n0aB0* = nlap,

et on pose (pour 0 en place k) :

Ge = Grag — 2k Gp(a—1)8-







Exemple 129

Gio20 = Gi1200 — 2 G1100
= Fia(z1, 22,23, 74) — T2 F11(21, 22, T3, T4)
= x1x22 + x1x32 + x1x42 + x2x32 + x2x42
+ 2374% + T179T3 + T1T2Ty + T1T374
+ LoX3TLyg4 — $2(£E1332 + L1X3 + X124

+ ToZ3 + TaZy4 + £E3.274)

2 2 2 2
= 13" + X1X3T4 + X1X4~ — T2 T3 — T2 X4
2

2 2
+ 23" + To2T4” + T3T4




Proposition 130 Le mondéme dominant de G,

pour l’ordre lexicographique est :

LM(G,) = Xt.

n

Remarque 131 Ceci implique que :

dim SQ,, < C,,.

Proposition 132 La famille G est une base de

Grobner de SZ,,, ce qui implique les Théoremes
125 et 127.




Proposition 133
Deuxiéme lemme de Buchberger

Soit G C Q[X,].

S(P, Q)g =0 deés qu’il existe R € G tel que

e LM(R)| PPCM(LM(P),LM(Q))

)g

e« S(R.P) =0 et S(R,Q) =0




S(G03017 G0132)
!
S(G03327 G0301) S(GO3327 G0132)

] !
S(G03327 G0232)
S(G02327 G0132>

S( )
S(Goaz2z2, Gosi2)
S(Gos12, Gosoz)
S( )

G03327 G0322

G03027 G0301




S(G0322, G0312) =  Gos22 — T3 Go312

G03022

S(G302,G202) = G302 — 1 G202
— (G32 — X2 G31) — 331(G22 — X2 G21)
— (G32 — I Gzz) — 332(031 — 21 G21)

= G032 — X2 G031




Série de Hilbert

SH®) = SH,, N Q) [X,].

Notons C’ék) le nombre de chemins de Dyck de

longueur 2n et finissant par £ pas descendants.

Un chemin de Dyck de longueur 20 finissant

par 3 pas descendants.

Théoréme 134

dim SH® = ¢(n=k),




Exemple 135 Pour n = 7, le chemin

est associé au monome z3x474 de degré 4 = 7—3.




E,(t)

1

1+t

1+ 2t + 2t2

1 + 3t + 5t% + 5¢t3

1 + 4t + 9t% + 14¢° + 14¢*

1 + 5t + 14t2 + 28¢3 + 42t + 42¢°

1 + 6t + 20t% + 48t3 + 90t* + 132t> + 132t°

N | ool |lw [N~




Remarque 136
C?gk) est aussi le nombre de chemins de Dyck de

longueur 2n et composés de k facteurs et

k(2n —k —1)!
nl(n—k)!

CF) =

AN

Un chemin de Dyck de longueur 20 composé de

3 facteurs.




Bijection




