4 Harmoniques diagonales

Q[X,, Yy,] : polynémes en deux alphabets X, et Y,,.

S agit diagonalement sur Q[X,,, Y] par :

0.P(Xn,Yn) = P(Zo(1)s- > To(n)s Yo(1)s - -+ s Yo(n))-

(17 3)-(33129/% +x§y3 — x3y3) — :cgy% +$§yl — T1U1

Définition 98 P € Q[ X,,,Y,,] est dit diagonale-

ment symétrique si

Yoes,, oP=PFP.




DSym, : ensemble des polynémes diagonale-

ment symétriques

Base :

ph,k(Xna Yn) — Z?:l x?yf

p2.3(X4,Ys) = z3y; + x3y5 + 23y;5 + z3y;

DI, = (pns(Xn, Ya) , h+k>0)




DH,, = DIt

Théoréme 99 (conjecture (n+ 1) 1)

dimDH,, = (n + 1)"*




Remarque 100
DSym,(X,,Y,) contient les polyndémes symé-
triques en X,, ET en Y,,.

T1Y1 + T1Y2 + T1Y3 + T2Y1 + T2Y2
+xoy3 + T3Y1 + T3Y2 + T3Y3

Mais 'inclusion est stricte :

T1Y1 + T2y2 + T3y3 € DSyms.

J, = <61(Xn),...,en(Xn),el(Yn),...,en(Yn))

Base de Grobner de J, :
{hl (Xn)a h2 (Xfr(z_l))v h3(X7g,_2))7 S hn(XﬁL_(n_l)))?

hi (Yn), hao (YD), Y3 (X572), . ha (YD)

dim Q[Xy,, Y]/ Jp = (n!)? > dim DQs,.




Th,k - Q[Xnayn] — Q[Xnayn]

0 si(pllal) # (h, k),

XTI:YT? — .
XPYa si(|pl,|d]) # (b, k).

Définition 101
Pour V C Q[X,,, Y,], on définit la série de Hilbert
bigraduée

Fyv(q,t) = Z dim 7 1 (V)q
h.k

Exemple 102

1
E _
Q[Xn,Yn] (1 _ q)n(l _ t)n

On représente les séries de Hilbert matricielle-

ment :

F=1+3¢+2t+4¢> +3qt +3t2+¢°

3
M=1|2 3
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Proposition 104

H,(0,1) = [n]s!

Proposition 105

n

¢G)Ho (g7 = (In+ 1)

Proposition 106

H,(q,1) =Y ¢m®)
T

ot la somme est prise sur les arbres étiquetés par
{0,1,...,n} et |inv(T)| est le nombre d’inversions
dans un tel arbre.




Exemple 107 (n = 3)




Le groupe symétrique agit sur DQ),, :

0.P(Xn,Yn) = P(To(1)s+ > To(n)s Yo(1)s - -+ Yo(n))-

e Bidegré (0,0) :

e Bidegré (1,0) :

e Bidegré (1,1) :

e Bidegré (2,1) :




-

Si on regarde la représentation alternante S,
on a une multiplicité bigraduée : c¢,(q,t).

= ¢°t + ¢*t* + qt°
+ q4t + q3t2 + q2t3 + qt4
+ ¢® 4+ ¢t + ¢*® + 33 + Pt + gt® + 16

On observe que :

cn(1,1) =Cy




Théoréme 108

g t) = 3 gam )
meD,




Lien avec la conjecture n!

2.1 (2,3
1,2

0,1

Diagramme : (n =5 cases)

Déterminant :

Y1
Y2
Y3
Ya
Ys

Coéne de dérivation : Hy = Q[0X,,,0Y,]|AL

Partition : = (4,4,3,1) =




Théoréme 110 (conjecture n!)

dimH, = n!

Remarque 111
Pour pp = (1"), A, = An(Xn),
H,=H,.




Proposition 112

V,LL"’I?,, HMCDHn




Lemme 113
L’opérateur de saut pp (0Xn,0Y,) fait bouger

une case de h pas vers le bas et de k pas vers la
gauche.

Exemple 114

p2,1(0)A =0+ 12A




