3 Cas d’autres groupes

Définition 77 Le groupe hyperoctahédral B,, est

le groupe des permutations signées, i.e. le groupe

des matrices de pseudo-permutation dont les en-

trées non nulles sont 1 ou —1.

Exemple 78

1 2
-3 1

3
—5

[0

4 5
—2 4

0

\ 0

€ Bs

Proposition 79

card B,, = 2" n!




Définition 80 B, agit sur Q[X,] par :

g-P(Xn) = P(9.Xn).

Exemple 81 (n=4)

1 2 3 4
—4 2 -1 3

\_0

P = xlm% — ToT3 — 2x§x4

g.P = —a:4:v% + xox1 + 2:1::{’:63




Définition 82 polyndmes invariants :

Pelnv,s < VgeBb,, gP=P

Proposition 83

P e Inv, s < 3Q € Sym, / P(X,) = Q(X?)

n

Exemple 84
Q(Xg) = 62(X3) = T1T9 + I1X3 + LoIX3

Q(X3) = z{xs + zizi + v323




(P € Inv, 2 <= 3Q € Sym,, /| P(X,,) = Q(X2))

n

Preuve.

e <—— : immeédiat.
e —> : Soit P € Invy, .
Comme S,, C B,,, P € Sym,,.

Soit p € N avec p; impair.

\ Ry

P = 1(P + g;.P) ne contient pas XP.




Définition 85 On définit I’espace covariant :

Qn2 = QX,]/(e1(X7), .- - en(X7))

et I’espace harmonique correspondant :

H, ;= (e1(X2),...,en(X2))".

Théoréme 86

dim @, 2 = dim H,, 5 = card B,, = 2" n!




Lemme 87 Soit I un idéal de Q[X,,]

I ={P(X2), Pecl}.

G={n(Xn),.-.,9x(Xy)} BdG de I

!
G? = {g1(X2),...,gx(X2)} BdG de I?.

Preuve. Application du critére de Buchberger :

C

2

alors 5(g;(X2),9;(X2)). = 0. I




((dim Qo = 2" n!)

Preuve du Théoréme 86.

(ha (X)), e (XS, hn (XS )Y est une
BdG de (e1(Xn),e2(Xn), - .., en(Xn)), donc

(ha(X2), ha(X27), . k(X277 777)) est une

n n

BdG de (e1(X2),ea(X2),...,en(X2)).

Les mondmes dominants sont :

2 .4 .6 2n
X1, Ty, Tgye.., Ty .

On obtient une base du quotient :

{Xﬁb , 0<¢ <2i}.




Définition 88 Pour n fixé, un diagramme est

un ensemble de n entiers distincts.

Représentation graphique : (n = 4)

D =1{0,1,3,5} =1

On lui associe un déterminant :

Ap(Xy) =

Remarque 89
Pour D = {0,1,2,...,n— 1}, Ap = A,, déter-

minant de Vandermonde.




Opérateurs de sauts.

Exemple 90 (n=3) D

2
| R

2
1 x5

2
1 z3

2_.3 2.3 2_.3 2 .3 2_.3 2_.3

= 0+ 6x5w1 + 225 — 0 — 225 — 6257,

225 + 0 + 62120 — 62579 — 0 — 225

6z5x3 + 225 + 0 — 225 — 62523 — 0

= 0—-6A_+0

!




Proposition 91

o p;(0) fait descendre une case de k pas ;

o ¢;(0) fait descendre k cases de un pas.

Exemple 92

p2(0)A

XET T IXX 1]

XTI IXX T 1]
LI DXIXXI T 1]
XL IX T X

Exemple 93

€2 (8>A

XL IXXET 1]
[T DXIXX T 1]
XXX T
XTI IX T IX]




Définition 94
Apo=Ap pour D =1{1,3,5,...,2n — 1}.

Exemple 95 (n = 3)




Proposition 96

Z&71,,26 IIn”2

Preuve.

Inv, 2

XXX ]




Théoréme 97
Hn,2 — Ea[AnQ]

et une base est donnée par

Bn,g = {el(ﬁXn)O‘l e en(ﬁXn)O‘”(‘?X;AnQ

/W,Ogai<2, 0§€i<i}

Preuwve.
Il suffit de montrer que B, 2 est linéairement in-
dépendante.

Si ZPEBn,g Cp P=0
(n=2)




(Cl + 628332) A

(63 + 048332) €1 8) A

XX ]

<C5 + 06(9562) €92 ((9) A

XX ]

(c7 + cg0x3a) e1(0) e2

€
>

0




