2 S,-harmoniques

Sn agit sur Q[ X, ] par :

O.P(xl, . .,a:n) — P(a:o_(l), . .,aza(n)).

Exemple 43

(13).(zzo + T523 — 23) = T3x9 + ToT, — T3

Définition 44 P € Q[X,] est dit symétrique si

Yoeo,, oP=RPFP.




2 2 2
r] + x5 + x3

T1To + T1T3 + T2X3

2 2 2
]+ T1T2 + T1T3 + 5 + ToT3 + T3

,)\k) EN = €\, X - X €y,




Définition 45

H, = InL : espace S,-harmonique

@n QX»]/Z, ~ Hy

4+ 0z,)P =0
4 0z2)P =0

o+ 0z )P =0

n

Théoréme 46

dim H,, = dim ),, = n/!




Preuve. (Bases de Grobner) (n = 4)

Tr1 + To + T3+ T4

x1 h1(Xy) + ho(zo, x3,24)
ha(z2, 3, 74)

x1 ha(Xy4) + hs(z2, 3, 24)
h3(z2, T3, T4)

xo ho(xo, T3, T4) + ha(xs3,x4)
h3(z3,z4)

z1 hs(X4) + ha(x2, x3,T4)

ha(x2, 3, T4)

1) h3($2, L3, 334) + h3($3, 33'4)

ha(z3,74)
I3 h3 (.’133, 334) + h4(£134)
h4(£134)




(h1(Xa), ha(X{ ), ha (X)), ha (X))

(hl (Xn)a h2(Xfr(z_1))7 R hn(Xv(z_(n_l))»

Les monoémes dominants sont : x1,x3,...,z".

C’est (donc) une base de Grobner de Z,.

Une base du quotient est donnée par :

An:{XG OSGZSZ—].}

n ?

(monémes d’Artin)

Corollaire 47 La série de Hilbert de H,, est :

Fu,(9)=114+¢(1+q+¢*)-Q+qg+-+¢" "

=[nl]q.




Les montmes de descente.

Définition 48 A o € §,,, on associe son mondéme

de descente :

M, = H (o  Toy * " To, ).

1/0;>0i41

Exemple 49 ¢ =251349768

M, (Toxs5)(Tors5T1X3T4T9) (To2T5T1T3T4TTT)

TSTRTITSTI Ty

Théoréme 50
{M, , o€S8,}

est une base de @, = Q[ X,]/Z,.




Les polynémes de Schubert

Définition 51 Soit s; = (4,i+1) € S,,. L’opéra-

teur de différence divisée est

82- p— (5132 — £U7;_|_1>_1(1 — Sz)

P(X,) —s;.P(X,)

Ly — Li41

Remarque 52

0,P=0sis;.P=P
0;P(X,)eQ[X,] et

deg 0; P =deg P — 1 sinon.

Proposition 53

1. 07 =0
2. 87,83 = 8387, S1 |] — ’L| > 2
3. 0;0i410; = 0;+10;0;41




On définit ainsi pour v € §,, :

av — 8i18i2 U 8Zk

sl v = 8,84, "*8; est une expression réduite

de v (k = £(v), le nombre d’inversions de v).

Proposition 54 Sia = aq...a; n’est pas réduit

alors 0, = 0.

Corollaire 55 Pour u,v € S,

Ouwv 8t L(uv) = (u) + £(v),

0 SIMOMN.

00y =




<Si a n’est pas réduit, 9, = 0)

Preuve.
Soit ¢ le plus grand entier tel que a;...a; soit

réduit, u la permutation correspondante.
Posons v = us,,,, ; {(v) =1 — 1.

Siby...b;—1 est un mot réduit de v alors

bi...b;_1a;41 est un mot réduit de u.
Ainsi :

0uOa;py *+* Ouy

Oy, -+ Oy, .0

Ag+1
0

0

@it1

"aal




Définition 56 Le polynéme de Schubert G, est

Sy = Oy-14, (X2).

Corollaire 57 Pour u,v € S,

Gpu-1 st b(vut)

0 SINOM.

811,61) —




Proposition 58

. 6, = X?

. Gra=1

. deg &, = {4(v)

. G, est symétrique en x;, T;11 <= vV; < Vjt1

.G, =21+

Preuve.

1., 2., 3. deg &, = M=) _ p(y~1yg) = £(v)

4.
$;.6, <— 0,6,=0
— l(vs;) =1(v)+1

— Ui < Vi41

5. Application de 4.
|




Exemple 59 Les polyndmes de Schubert pour

n=323:




Théoréme 60 Les polynéomes de Schubert S,

lorsque v décrit S,, forment une base de [’espace

LIXT , p<d]=LIA

n

donc a fortiori une base de Q, = Q[ X,|/Z,.

Preuve.

Yo €S,, 6, € LIAX] et card S,, = dim L[ A} ]

Il suffit de prouver 'indépendance linéaire.

CS, =0
D

vES,

Sion a

on applique & cette relation 'opérateur 0, et on
garde les termes de degré 0.

On obtient ainsi ¢, = 0.




Les harmoniques orbitales

Soit @ = (aq,...,a,) € Q", les a; distincts deux

d deux.

0'.(&1, .. .,a,n) = (aa(l), .. .,aa(n))

Définition 61 L’orbite du point « sous 'action
de §,, est :

o] ={o.a, c€8,}.

Son nombre d’éléments est : card[a] = n!.




Exemple 62 (n = 3)

Si a=(1,2,3) € Q°, son orbite est :

{(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1)




Interpolation multivariée

But : trouver ¢ € Q[X,] tel que :

1 sip=aq,

0 sipgelal, B#a.




On remarque que :

3 3 ~1 1,

©(X3) = =1+ x5+ 5%3 — 5T2T3 — — T2+ —ToTs

2 2 2

€ L[A;]

Comme les polyndmes symétriques sont cons-
tants sur [a], on raisonne modulo Z,, donc on

considére les monomes d’Artin, 7.e. pour n = 3

2 2
1, o, 23, x2x3, T35, Tax3




On pose pour 7 € S, : ¢, (Xy)

1 siB=r71"la,

0 sinon.

C’est donc une base de Qo] ; en particulier
dim Q[a] = n!.

0.0 (Xn) o.0(1.X,)
o(oT.X,)

Por(Xn)

Q[a] est donc la représentation réguliére de S,.




e famille génératrice :
P € Q[X,]

Q=P(Xn) =X res, Pr

VB € lo], Q(B) =P(B) — P(B) =0

donc @ € I|a].

e famille libre :

Sl ZTESn Cr QOT == O,

on prend la valeur en o 1o :




Posons Hy(X,,) = hi(X,) — hi(a).
On a : Hy € I]a].

Puisque

et dim Q[a] = dim @),, = n!, on en tire

Théoréme 63

Pour tout a, Q, ~ Q|a] ; en particulier, Q,, est

1somorphe a la représentation régquliere de S,.




1+ x2 +x3—06

x1(h1(X3) — 6) + ha(x2, z3)
+6x1 — 25

T3 + xoxs + T3 + 621 — 25
x1(ho(X3) — 25) + hs(z2, z3)
+25x1 — 90

hs(x2,x3) + 2521 — 90

o (hy(zo, x3) + 621 — 25) + 25
—0x129 + 2529 + 2521 — 90

:Cg — 62122 + 2521 + 2529 — 90




Exemple 64 (n=3)

0:1:%:1:2A3 = —6 = —6P1
8x%A3 = —2x9 + 223 = 25
8$1$2A3 == 25131 — 25133 — —2P3

0r1As = —2w129 + 22173 + 75 — 15 = P4

Or9A3 = —x% + 23129 — 22973 + 23 = P

Az = —xizotairstr ri—1 1 23—TiT3+T075 = Py




o P 1 = 1
L[P;] stable : représentation triviale

L[P]=S87"

2
1 z1 =7

.P6:A3: 1 x4 ZE%

2

L[ Ps] stable : représentation alternante

L[Ps] = 5







o P = —2x1x9 + 2123 + x% — x%

—x% + 2219 — 20973 + a:%

—a:% + 2x123 — 20923 + :1:%

L|Py, Ps]| = L|Ps, Ry4] est stable et :

p(Id) = ( 0)
1
1

p((13))




Remarque 65 (n=7)

7

= Ag(z1,22,23) X Ag(z4,25,26) X 1

1 8($$(£E4£E5£E6)3)A7

~ 155520000




Structure de représentation graduée

Définition 66 Soit 1" un tableau standard. Le
tableau de cocharge associé a T' est défini ainsi :
on remplace 'entrée 1 de T par 0 ; puis, ayant
remplacé ’entrée ¢ par ¢, on remplace 7 + 1 par
csit+ 1 est adroite de ¢ et par ¢+ 1 sinon.

Exemple 67

6
2

T=_1 C(T) =

Le groupe symétrique positif des lignes de ce méme
tableau T est

P(T) =1[6][2,5,7][1, 3, 4]

avec par exemple

11,3,4] = Id+ (34)+ (13) + (14) + (134) + (431).




On associe a chaque paire (5,C), ot S est un
tableau standard et C un tableau de cocharge

de méme forme un monéme de la facon suivante

7 3
3 1 2]3
g_ |1 c— 0 1]1

_,0,1,.1_1,.2 3 3
ms,c(X7) = 7 3 T4 23 25 Tg 7

Théoréme 68

{P(S)ms c(Xn), S standard et
C' cocharge de méme forme}

est une base de QQ,, et pour C fixé de forme A

{P(S)ms c(Xn), S standard de forme A}

est isomorphe a S™.




Exemple 69 (n=3)

C —

— X2, 3 — S

—  xox3 + Tox1 , T3To + 1371 —> S




Corollaire 70

QX T =P S > M),

Abn TeST(A)

Remarque 71
Sion prend g =1 :

AFn

=2 £

AFn

en particulier




L’espace harmonique

H, =71 ~Q,

n

2
1 5131 5131

2
1 x2 x5




Définition 73 P € Q[X,,] est anti-symétrique si

o.P =¢(o)P

Lemme 74

P est anti-symétrique st et seulement si
1Q € Q[X,,] symétrique tel que P = Q x A,,.

Preuve.
e Si P=Q xA,, alors 0.P =¢(0)P.

e Si P anti-symétrique, alors P s’annule dés que

Ly = Tj.

Donc z; — z; divise P.

Donc A,, divise P : P =(Q x A,,.




Proposition 75

Preuve.

Py, = pi(0)A,, est anti-symétrique.
Donc A,, divise P;.

Mais deg P, < deg A, ; P, =0. |

Théoréme 76

et une base est donnée par

{0X: A, , X:eA}.




Preuwe.
® La[An] C Hn
® pour n =3 :
As = —2ixo+TiT3+2125 — 105 —T5T3+ToT3
0x1A3 = —2x129 + 22123 + x% — x%
Oxo A3 = —x% + 22129 — 22923 + x%
OxIAg = —2x9 + 223
8331332A3 = 25131 — 25133

8x%x2A3 = —06

En général, pour X: € AY, i.e. Vi, € <9

LM(0XEA,) = X2¢

6=mn—1,n-2,...,1,0)




Structure de S,,-module :

(1,3).(z4zs + 23) = 2220 + T3

8$1A3 = —2:171372 + 2£U1£l?3 + LE% — ilfg

OxoA\g = —x% + 22129 — 22923 + x%

2 2
—221T9 + 22123 + x5 — 5 =

= —2x1%T9 + 22913 + x% — :1::2),
= 2232y + 22123+ 25 — 22 =P+ Q

—2x123 + 22129 + a:g — :Bg = —P

= 2923 + 21971 + a;§ — zz:% =@

—2x371 + 22370 + 25 — x5 = —P — Q




