1 Généralités

On se place dans I’ensemble Q[ X, ]| des polyndémes
en l'alphabet X,, = z1,22,...,2,. Pour p =
(p1,p2,---,Pn) € N, on note

p __ P11 _.P2 D
X, =x7" x4 "

Définition 1 fi,..., fr € Q[X,]|. L’idéal en-
gendré par f1,..., fr , noté (f1,..., fx) est I'en-
semble des polynomes pouvant s’écrire sous la

Exemple 2 Soient :

f1 T1 + T2
2 2
fo x] + T1 22 + x5
3

3, .2 2
f3 ]+ ] T2 + 11 25 + Ty,

I = (f17f27f3)7




Définition 3 P, Q € Q[X,] sont équivalents
modulo I si P — @ € I ; on note P = Q [I].

Le quotient de Q| X, ] par I, noté Q|X,]|/I est
I’ensemble des classes modulo 1.

Exemple 4

2 2
1Ty = T1x2+x]— T3

1 (5131 + 5132)

0.

Proposition 5 Q[X,,]/I est un espace vectoriel.

Exemple 6

I = (f17f27f3>

{1, 21} est une base de Q[X3|/I.

dim Q[X>]/I =2




Définition 7 On définit un produit scalaire sur
Q[X,] par

(P, Q) = Lo(P(9)Q).

Exemple 8

PIQZ%—|—3$1£B2+$2, Q:w?—l—xlwg

P0)Q = (83:% + 30x129 + (9:132)(:10‘? + 1 x3)
6x1 +04+0+34+0+ 2,
(P,Q) 3

Remarque 9

0 sip # q,

<X£,X,r?> — ,
p!l=pi!p!---p,! sip=q.

Définition 10

I ={PeQ[X,] /VQel, (P,Q)=0}




Pour V un sous-espace de Q[ X,,],
Hm (V) = (V).
Définition 11 V est dit homogéene si

VmZO, Hm(v) C V.

Remarque 12 Si V est homogéne,

V=Ho(V)DH(V)DH2(V)D---

dim H,, (V) < dim Hp (Q[X,]) = (n - 1)

n—1




Définition 13 La série de Hilbert de V est :

Fv(q) = Zdim Hon (V) g™.

Exemple 14

Foix,1(q) Z gie8 X
peN”?

Y g

D1 Zoa“',pn 20
1

(1-q)"




Proposition 15 Si V est homogéne alors V+

[’est ausst et

1. V=V

2. Vo Vyi=Q[X,].

Proposition 16 S: f1, fo, ..., fr sont homogénes,

alors (f1, fa, ..., fx) est homogeéne et :

(fis for-- o fr)T = {P €Q[X,] / Vi, fi(9)P =0}
= K(f1,---, fr)-




((f1: for- s i) E={P € QIXa) / Vi, £:(0)P = 0})

Preuve.
Il est clair que K(f1,...,fx) C (fi,..., fr)*.

Inversement, soit P € (fi,...,fr)". Comme

X??fz S (fh’“)fk))
(Xq fi, P) = Lo (90X fi(9)P) = 0.

Le polynéme f;(0)P a ainsi toutes ses dérivées
nulles en 0. D’apreés le théoréme de Taylor, il est

nul.




Proposition 17 Soit I un idéal homogéne.

H; = I+ et Ry = Q[X,]/I sont isomorphes.

Plus précisément, si {Py,..., Py} est une base

de Hj, c’est ausst une base de Rj.




( toute base de H; est une base de R; )

Preuve.
° Q[Xn] =1 &P HI
donc tout P € Q[ X,,]| s’écrit de fagon unique

P:iCZPZ—I—E, EEI

1=1

Donc {Ps, ..., Py} engendre Rj.

donc si
m

Y P;=E, E€l
i=1
alors £ = 0.
Donc {Ps, ..., Py} est linéairement indépendante

dans Rj.
|




Bases de Grobner.

Définition 18 On ordonne les monémes de Q[ X, ]

a aide de ’ordre lexicographique (gradué) :
XP>X1 < |p|>|q| ou Jk/
Pr=4q1, ---, Pk—1 = qk—1, Pk > qk-

C’est un ordre total.

Le monéme dominant d’un polynéome P, noté

LM (P) est son plus grand monoéme pour cet or-
dre.

Exemple 19

P =223 x9—11 To x3+15—3x0 25, LM (P) = 3 x4




Définition 20 Une base de Grobner d’un idéal 1
est un ensemble fini de polynémes G={g1,...,9m}
tel que :

vPel, 3gi€G/ LM(g:)|LM(P).

On note LM (I) = {LM(P), P € 1}.

Théoréme 21 Tout idéal I possede une unique

base de Grobner réduite.

Proposition 22 Soit {g1,...,9m} base de Grob-
ner de I. Alors

B={XP /Vi, LM(g;)|XP}

est une base de Q| X,]/I.




Preuve.

e famille génératrice :

On montre que tout monéme X3 ¢ B peut étre

réécrit (modulo I) a I'aide de mondémes plus pe-

tits.

X3 = X2 (LM(g:)—g9i) + X, g
= X, (LM(g:i) —gi) [I]

e famille linéairement indépendante :

Si 3(ap) tels que

ZO‘pXE
Zosz,};

LM() opXP)

S

S

0 [7]
I
LM(I)




Exemple 23

Iidéal, G = {1 + xo + x3, ©3 + zox3 + 23, 23}

. 2 2
B = {17 L2, 3, T2X3, I3, 552333}

L1L9 =




Remarque 24

QXn]/I ~ Q[X,]/LM(I)
Exemple 25 Visualisation pour n = 2 :

Iidéal de Q[X5], LM(G) = {25, z1 23, z1, =3 z2}




Critére de Buchberger

F ={f1, f2} avec

fi=x3 +2z123 + 25 et fo =139 — T3

S(fi,f2) = z2f1— :13% 2
= zo(x3 + 22125 + 75)
—z3(z120 — T5)
2125 + x5 — x21)
—xixs + 2r 15 + x5
—xixs + 2r 15 + x5

+T1T9 (5131$2 — x%)

3 4
T1T5 + T

3, .4 .2 2
T1x5 + T5 — x5 (x122 — T3)

4
27,

S fa)




Critére 26 Un ensemble fini G = {g91,...,9m}

est une base de Grobner si et seulement si

G

Vi34, S(gi,g;) =0.

Proposition 27 Si f et g ont des mondémes do-

minants disjoints alors

{f.q} _

S(f,9) 0.




Exemple 28 Soit I engendré par :

r1 + To + T3
L1I9
L1l3

LoX3

T12T4 T4+ T + Tg
LoXs LgXy
I3xq Tq4Xg

L5T6




Représentations.
Cas du groupe symétrique.

V : C-espace vectoriel de dimension finie
GL(V) : groupe des isomorphismes de V.

Définition 29 G un groupe fini. Une repré-
sentation de G est un morphisme p de G dans
GL(V), i.e. p tel que

Vs,t € G, plst) = p(s)p(t).

Remarque 30 On a immédiatement :
o p(lg) = Id,
o p(s™) = p(s) ",

On notera souvent s.v pour p(s)(v).




Exemple 31 V = Q[X,,]
Yo GSn, O'.P(Zl?l,--wwn) :P(x0(1)7"’7w0(n))

Action de S, sur Q[X,] car :

7.(0.P(X,)) T.(P(Zs(1)s > To(n)))
P((Z7(s(1))s- - > Tr(a(n))))
((

T(ro)(1)s- - -1 L(ro)(n)))
(10).P(Xy)

Sym,, C Q| X,] est stable car

Vo es§,,, oP=P¢cSym,

VP € Sym, , L|P] est stable : représentation

triviale.




W C V est stable si

Vse G, t € W = p(s)(x) € W.

Somme directe : V =W @ W'

Définition 32 La représentation V est irréducti-

ble si elle n’admet pas de sous-espace stable autre
que {0} et V.

Théoréme 33 Toute représentation est somme

directe de représentations irréductibles.




Définition 34 Le degré de la représentation p
est dim V.

Exemple 35 La représentation de degré 1
Vse G, p(s)=1d

est appelée représentation triviale.

Exemple 36 Soit V ayant une base indexée par

les éléments t de G, ie : (et)ieq-

La représentation

s.e; = p(s)(er) = est

est appelée représentation réguliére (a gauche)
de G. En particulier, son degré est égal a ’ordre

|G| de G.




Exemple 37 G = S3

V = Llera, e(1,2): €(1,3), €(2,3), €(1,2,3) €(1,3,2)]

Représentation réguliére : 7., = €4




Théoréme 38 Le nombre de représentations ir-
réductibles de G est égal au nombre de classes de

conjugaison de G.

Théoréme 39 Chaque représentation irréducti-

ble est contenue dans la réguliere un nombre de

fois égal a son degré n;. En particulier

Y n?=|G|.




Cas du groupe symétrique

T tableau injectif de forme A F n :

T =

A3(9132, L5, 333)A3(334, X7, 371>A1(376>

1 o 3 1 z4 x3

1 x5 ¢ 1 z7 z2 | X1

1 3 x2 1 z, x?

Action du groupe symétrique S, :

O'.AT(Xn) — AT(xo(l)v s 7560(”))




S* = L[Ar(X,,) , T injectif de forme A]

Théoréme 40

Les S8 forment un systéme complet de repré-
sentations irréductibles et

dim S* = f .

Remarque 41 Ceci est compatible avec

> fX=nl

AFn




Exemple 42 Représentations de S5 :

T =

Ar(Xs3) =1

Représentation triviale.

1 L1
Ap(Xs) =As3(X3)=|1 x4

1333

Représentation alternante :

O.A3<X3) = €(0'>A3(X3)




On vérifie que A

(1]) mmw><01)

0 1 1 O

mmm(o 1>pmw>(ill)
-1 =1 1 0

On vérifie que :

-1 -1

mumn«%»< ) 1)p«mm>




