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Définition : algebre de Hopf graduée

o H estun Q-ev (H,+,-)
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Définition : algebre de Hopf graduee

o H estun Q-ev (H,+,-)

o H est une algebre (H, +, -, x) associative, unifere
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Définition : algebre de Hopf graduee

o H estun Q-ev (H,+,-)

o H est une algebre (H, +, -, x) associative, unifere
H e H — H linéaire :

ux(v+w) = *(u® (v+w))
= *(U®Uv+uRuw)

= U*XV+uxw

lxu=uxl1l=u
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Définition : algebre de Hopf graduee

o H estun Q-ev (H,+,-)
o H est une algebre (H, +, -, x) associative, unifere

o H est une bigebre (H,+, -, x, /\) coassociative, counifere
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Définition : algebre de Hopf graduee

o H estun Q-ev (H,+,-)
o H est une algebre (H, +, -, x) associative, unifere
o H est une bigebre (H,+, -, x, /\) coassociative, counifere

H 2 H ® H morphisme d’algebre :

ANk -u) = kA (u)
Nu+v) = ANu)+ AWw)
ANuxv) = Au)(x®x*x) A (v)
A1) = A1) A1)
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Définition : algebre de Hopf graduee

o H estun Q-ev (H,+,-)
o H est une algebre (H, +, -, x) associative, unifere

o H est une bigebre (H,+, -, x, /\) coassociative, counifere
Il existe H — Qtelque xo (e ® Id) o A = Id, ie

SI A(w) =) v1 @ug alors ) e(vl) x vg = w
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Définition : algebre de Hopf graduee

H estun Q-ev (H, +, )
H est une algebre (H, +, -, ) associative, unifere
H est une bigebre (H, +, -, x, /A) coassociative, counifere

H possede un antipode : (H,+, -, *, A, S)

GT - LaBRI - 23/01/09 — — Algebre de Loday-Ronco et tableaux alternatifs de Catalan — p.1/12



Définition : algebre de Hopf graduee

H estun Q-ev (H, +, )
H est une algebre (H, +, -, ) associative, unifere
H est une bigebre (H, +, -, x, /A) coassociative, counifere

H possede un antipode : (H,+, -, *, A, S)

Il existe H —2- H tel gue
x0(S®Id)oA=%x0(ld®S)o/ AN =noe
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Définition : algebre de Hopf graduee

H estun Q-ev (H, +, )

H est une algebre (H, +, -, ) associative, unifere

H est une bigebre (H, +, -, x, /A) coassociative, counifere
H possede un antipode : (H,+, -, *, A, S)

H est graduée : H = UpenHan
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Définition : algebre de Hopf graduee

H estun Q-ev (H, +, )

H est une algebre (H, +, -, ) associative, unifere

H est une bigebre (H, +, -, x, /A) coassociative, counifere
H possede un antipode : (H,+, -, *, A, S)

H est graduee : ' H = U,,enHn

o Hi ® Hy — My

YAN
9 H’n — 7 Zk—i—l:n Hk & Hl
o Ho=0Q
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Algebre du groupe symeétrique

[Malvenuto-Reutenauer]
Sy . groupe symétrique ; S = Q[US,,]
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Algebre du groupe symeétrique

[Malvenuto-Reutenauer]
Sy . groupe symétrique ; S = Q[US,,]

Permutation associée a un mot sans répetition :
Std(4731) = 3421
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Algebre du groupe symeétrique
[Malvenuto-Reutenauer]
Sy . groupe symétrique ; S = Q[US,,]

Permutation associée a un mot sans répetition :
Std(4731) = 3421

s cES, aeS, k+l=n;oxa=)  ,=f1,.n W
Std(u)=0,Std(v)=«
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Algebre du groupe symeétrique
[Malvenuto-Reutenauer]
Sy . groupe symétrique ; S = Q[US,,]

Permutation associée a un mot sans répetition :
Std(4731) = 3421

s cES, aeS, k+l=n;oxa=)  ,=f1,.n W

Std(u)=0,Std(v)=«
Exemple : 12 % 21 = 1243 + 1342 + 1432 + 2341 + 2431 + 3421
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Algebre du groupe symeétrique

[Malvenuto-Reutenauer]
Sy . groupe symétrique ; S = Q[US,,]

Permutation associée a un mot sans répetition :
Std(4731) = 3421

s cES, aeS, k+l=n;oxa=)  ,=f1,.n W
Std(u)=0,Std(v)=«
Exemple : 12 %21 = 1243 + 1342 + 1432 + 2341 + 2431 + 3421

° 0 €8S Alo) = 1_y0o,..it ®Std(ogi41,.. n})
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Algebre du groupe symeétrique

[Malvenuto-Reutenauer]
Sy . groupe symétrique ; S = Q[US,,]

Permutation associée a un mot sans répetition :
Std(4731) = 3421

s cES, aeS, k+l=n;oxa=)  ,=f1,.n W
Std(u)=0,Std(v)=«
Exemple : 12 %21 = 1243 + 1342 + 1432 + 2341 + 2431 + 3421

° 0 €8S Alo) = 1_y0o,..it ®Std(ogi41,.. n})

Exemple : A(3124)
= 1®3124+1®Std(324) +12®Std(34) +312®Std(4) +3124® 1
=1®31244+1®2134+12® 124312 1 4+ 3124 ® 1
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Algebre des arbres binaires plans

[Loday-Ronco]

Y, : ensemble des arbres binaires plans
Y = QUY;,]
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Algebre des arbres binaires plans

[Loday-Ronco]

Y, : ensemble des arbres binaires plans
Y = QUY;,]

5 Y, : ensemble des arbres binaires plans
3 / croissants

1
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Algebre des arbres binaires plans

% «—— 35214 Dbijection entre Y et S,
3

4

1
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Algebre des arbres binaires plans

«—— 35214 Dbijectionentre Y, " et S,

Surjection S,, — Y;, en oubliant les étiquettes
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Algebre des arbres binaires plans

5 «—— 35214 Dbijection entre Y,." et .S,

] 4 Surjection S, N Y,, en oubliant les étiquettes

Pour T € Y,,, on définit

UY(T)= » o €8
o€Sn
U(o)=T
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Algebre des arbres binaires plans

5 «—— 35214 Dbijection entre Y,." et .S,

] 4 Surjection S, N Y,, en oubliant les étiquettes

Pour T € Y,,, on définit

UY(T)= » o €8
o€Sn
U(o)=T

GT - LaBRI - 23/01/09 — — Algebre de Loday-Ronco et tableaux alternatifs de Catalan — p.6/12



Algebre des arbres binaires plans

T+T =T (U(T) «9(T"))
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Algebre des arbres binaires plans

T (Y(T) * U(T"))
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Algebre des arbres binaires plans

T«T =T (U(T)*T(T")

N %.= (2134 312) = (1)
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Algebre des arbres binaires plans

T+T =T (U(T) «9(T"))

N %.= (2134 312) = (1)

= (3241 + 3142 + 2143 + 2134) + (4231 + 4132 + 4123 + 3124)

GT - LaBRI - 23/01/09 — — Algebre de Loday-Ronco et tableaux alternatifs de Catalan — p.7/12



Algebre des arbres binaires plans

T+T =T (U(T) «9(T"))

N %.= (2134 312) = (1)

= (3241 + 3142 + 2143 + 2134) + (4231 + 4132 + 4123 + 3124)

4 4 3 3 4
= -+ 1 -+ 1 -+ 1 -+ 1+ 1 + 1 i 1
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Algebre des arbres binaires plans

T+T =T (U(T) «9(T"))

N %.= (2134 312) = (1)

= (3241 + 3142 + 2143 + 2134) + (4231 + 4132 + 4123 + 3124)

3\ /4 4 a3 3 3 4
&—'_3\1;2—'_2\1)3_'_2\1/3_'_ X1+4\1>2+4\1/2+3\1/2
— \< +\>+\/

GT - LaBRI - 23/01/09 — — Algebre de Loday-Ronco et tableaux alternatifs de Catalan — p.7/12



Algebre des arbres binaires plans

5 «—— 35214 Dbijection entre Y,." et .S,

] 4 Surjection S, N Y,, en oubliant les étiquettes

Pour T € Y,,, on définit

U(T) = Z oS
\Ila(g)ng
o T+T =T (TU(T)*T(T"))
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Algebre des arbres binaires plans

5 «—— 35214 Dbijection entre Y,." et .S,
] * Surjection S, — Y,, en oubliant les étiquettes

Pour T € Y,,, on définit
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Algebre des arbres binaires plans

A(T) = (T®¥)~ A (¥(T))
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Algebre des arbres binaires plans

A(T) = (T®¥)~ A (¥(T))

AN
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Algebre des arbres binaires plans

A(T) = (T®¥)~ A (¥(T))

AN = A(213 +312)
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Algebre des arbres binaires plans

A(T) = (T®¥)~ A (¥(T))

AN = A(213+312) = A(213) + A(312)
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Algebre des arbres binaires plans

AT)= (T ¥)™H A ((T))
AN = A(213+312) = A(213) + A(312)

=1®2134+1®124+21®14+213®1
+1®312+1®21+12®1+312Q® 1
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Algebre des arbres binaires plans

AT)= (T ¥)™H A ((T))
AN = A(213+312) = A(213) + A(312)

=1®2134+1®124+21®14+213®1
+1®312+1®21+12®1+312Q® 1

:1®2\/3—|—l®/2 1®l—|—2\/®1

3 2 2
—|-1®\1/ —|—l®\1 /®l—|- \1/®1

GT - LaBRI - 23/01/09 — — Algebre de Loday-Ronco et tableaux alternatifs de Catalan — p.9/12



Algebre des arbres binaires plans

AT)= (T ¥)™H A ((T))
AN = A(213+312) = A(213) + A(312)

=1®2134+1®124+21®14+213®1
+1®312+1®21+12®1+312Q® 1

:1®2\/3—|—l®/2 1®l—|—2\/®1

3 2 2
—|-1®\1/ -|—l®\1 /®l-|- \1/®1

— 1NV +.9/ +.aN\N+\R.4+4/ 2.+ V&1
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Algebre des descentes

[Solomon]

Qn={-1L+1}""" Q=Q[UQ,]

GT - LaBRI - 23/01/09 — — Algebre de Loday-Ronco et tableaux alternatifs de Catalan — p.11/12



Algebre des descentes

[Solomon]

Qn={-1L+1}""" Q=Q[UQ,]

—  (=1,41,-1,-1,4+1)
b . .
Y, — @, surjection
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Algebre des descentes

[Solomon]

Qn={-1,+1}""1 Q=QLQ,]
—  (=1,41,-1,-1,4+1)
% Y, -2 Q,, surjection

Pour H € Q,, on définit ®(H)= Y T €Y
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Algebre des descentes

[Solomon]

Qn ={-1,+1}""t Q=QLQ,]
—  (=1,41,-1,-1,4+1)
% Y, -2 Q,, surjection

Pour H € Q,, on définit ®(H)= Y T €Y

TeEY,
o(T)=H
Uod(H)= Z o= Z o
oESh Des(o)=H
oV (o)=H
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Algebre des descentes

[Solomon]

Qn ={-1,+1}""t Q=QLQ,]
—  (=1,41,-1,-1,4+1)
% Y, -2 Q,, surjection

Pour H € Q,, on définit ®(H)= Y T €Y

TeEY,
o(T)=H
Uod(H)= Z o= Z o
oESh Des(o)=H
oV (o)=H
635214 — —  (=1,4+1,—1,—1,+1)
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