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Matrices a signes alternants (ASM)

tallle [ = 8
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ASM invariantes par demi-tour (HTASM)
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ASM invariantes par demi-tour (HTASM)

taille paire 2/ = 6
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ASM Invariantes par demi-tour (HTASM)

taille paire 2/ = 6 taille impaire 2/ +1 =5
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ASM invariantes par quart-de-tour (QTASM)
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ASM Invariantes par quart-de-tour (QTASM)

taille 41 = 8
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ASM Invariantes par quart-de-tour (QTASM)

taille 4l +1=5
taille 41 = 8 ()
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ASM Invariantes par quart-de-tour (QTASM)
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ASM Invariantes par quart-de-tour (QTASM)

taille 4/ +1=5
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Enumération des QTASM
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Enumération des QTASM

Agr(4l) = A(1)? x Agr(20)
Agr(4l —1) = A(D)? x Agr (20 — 1)
Agr(4l +1) = A()? x Agp(20 + 1)
Agr(4l+2) =0
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quasi-QTASM de taille 47 + 2
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quasi-QTASM de taille 47 + 2

taille 4/ +2 =6
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Enumération des QTASM

4l) = A()? x Agr(20)

Al —1)=A)? x Agr(2l — 1)
A14+1)=A)? x Agr(20+1)
4l +2) =0
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Enumération des QTASM

Agr(4l) = A(1)? x Agr(21)

Agr(4l — 1) = A(D)* x Agr(20 — 1)

Agr(4l + 1) = A(1)? x Agp(20 + 1)
Agor(4l+2) = A(l) x A(1+1) x Agr(20 +1)
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Glace carrée
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Glace carrée

ASM de tallle ] =4

o X X X

Y Y VY
A A A A
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Glace carrée HTS
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Glace carrée HTS

HTASM de taille 21 = 6

-

XX X < XX

Y Y Y Y)Y
N
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Glace carrée HTS

HTASM de taille 21 = 6 HTASM de taille 2l +1 =7

- LA

XX X< XX
Y Y Y VY Y Y
N
DX X XX X XX
Y Y Y Y Y Y Y
X,

_<
_<
_<

LaBRI — 11-04-08 — Enumération d’ASM (quasi-)invariantes par quart-de-tour.p.8/31



Glace carrée QTS
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Glace carrée QTS

QTASM de tallle 47 = 8

X X XX

Y Y Y Y
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Glace carrée QTS

QTASM de taille 47 = 8 gQTASM de taille 41 + 2 = 10
X g o
Xy X__ y
X X —
X1 L X3 -
X2 .
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Résultat principal
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Résultat principal

Théoreme

Pour a = ¢™/3, les fonctions de partition des modéles précédents
sont reliés par :

ZQT(4Z X2l 1, (Z y)) —

o(a) ' Z(l; Xoy—1,2) Z(l; Xor—1,9) Zur(2l; Xop—1, (2, 1)),
Zor (4l + 2; Xo1, (2,y)) =

o(a) 1 Z(; Xo) Z(1 + 1; Xog, 2, y) Zar (20 + 15 Xop, (2, 1))
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Coupons la glace en deux - HTS
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Coupons la glace en deux - HTS

HTASM de taille 21 = 6 HTASM de taille 2l +1 =7

- LA

DX X XS XX
Y Y Y VY Y Y
N
DX X XX X XX
Y Y Y Y Y Y Y
X,

_<
— -
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Coupons la glace en deux - QTS
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Coupons la glace en deux - QTS

QTASM de taille 47 = 8 gQTASM de taille 41 + 2 = 10
X g o
Xy X__ y
X X —
X1 L X3 -
X2 .
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Ce gu’on va montrer
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Ce gu’on va montrer

Pour a = /3, les (demi-)fonctions de partition des modéles
précedents sont reliés par :

Z (4l Xop 1, (2, ) =
o(a) 1 Z(l; Xoy_1,2) Z(1; Xoy_1,9) Z 10 (21; Xoy—1, (2, 1)),

Zor(4l; Xop—1, (z,y)) =
O-(a)_lz(l; X2l—17 CC)Z(Z, X2l—17 y)ZITIT(zla X2l—17 (Ia y))a

Zor (4l + 2; Xop, (2,y)) =
o(a) 1 Z(; Xo) Z(1+ 1; Xog, 2, y) Z 40 (20 + 15 Xop, (2, 7)),

ZéT(4l + 2; Xa1, (2,9)) =
J<a)_1Z<l;X2l)Z(l + 1;X2l7 xvy)Z]jIT<2l T 17 X2l7 (Z, y))
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Preuve (1/5) : largeurs des polynomes de Laurent
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Preuve (1/5) : largeurs des polynomes de Laurent

Toutes les fonctions de partition considérées sont des
polyndOmes de Laurent en = pairs ou impairs,
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Preuve (1/5) : largeurs des polynomes de Laurent

Toutes les fonctions de

partition considerées sont des

polyndOmes de Laurent en = pairs ou impairs,
et leur (demi-)largeur est :

e pour L et Ry : 21 — 2,

epour Ly etR; : 20 —1,
epour L, et Ry : 20 —1,

e pour L, et R, : 2l.
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Preuve (2/5) : symétries
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Preuve (2/5) : symétries

Propriéeté 1 :
Toutes les fonctions de partition considérées sont symeétriques
en leurs variables (x1, ..., z;).
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Preuve (2/5) : symétries

Propriéeté 1 :
Toutes les fonctions de partition considérées sont symeétriques
en leurs variables (x1, ..., z;).

Propriété 2 :
Zy (41+ 2 Xop, (2,)) €t Zjp (20 + 15 Xa1, (2, y)) sont
symétriques en (z,y).
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Symetrie en(x, y)
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Symetrie en(x, y)

XX WX X

X
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Y Y Y Y

X

Symetrie en(x, y)

rrT1rr vy
X X, X Xy X

LaBRI — 11-04-08 — Enumération d’ASM (quasi-)invariantes par quart-de-tour.p.16/31



Y Y Y Y

X

Symetrie en(x, y)

z

YX YX YX YX

LaBRI — 11-04-08 — Enumération d’ASM (quasi-)invariantes par quart-de-tour.p.16/31



Y Y Y Y

X

Symetrie en(x, y)
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Preuve (2/5) : symétries

Propriéeté 1 :
Toutes les fonctions de partition considérées sont symeétriques
en leurs variables (x1, ..., z;).

Propriété 2 :
Zy (41+ 2 Xop, (2,)) €t Zjp (20 + 15 Xa1, (2, y)) sont
symétriques en (z,y).
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Preuve (2/5) : symétries

Propriéeté 1 :
Toutes les fonctions de partition considérées sont symeétriques
en leurs variables (x1, ..., z;).

Propriété 2 :
Zy (41+ 2 Xop, (2,)) €t Zjp (20 + 15 Xa1, (2, y)) sont
symétriques en (z,y).

Propriété 3 :
Zoyp (A Xoy_1, (2,y)) €t Zgp (21; Xo1—q, (2, y)) vérifient 'équation
fonctionnelle :

FY(z,y)o(a’yz) = F (y,2)0(a®) + F " (y, z)o(z7).
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Pseudo-symeétrie ez, y)
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Pseudo-symétrie enz, y)

Dans le cas de F' : le noeud supplémentaire
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Pseudo-symétrie enz, y)

Dans le cas de F' : le noeud supplémentaire

peut avoir deux orientations :
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Pseudo-symétrie enz, y)

Dans le cas de F' : le noeud supplémentaire

peut avoir deux orientations :

ce qui donne precisement :

FY(z,y)o(a’yz) = F~ (y,2)0(a®) + F " (y, z)o(z7).
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Preuve (2/5) : symétries

Propriéeté 1 :
Toutes les fonctions de partition considérées sont symeétriques
en leurs variables (x1, ..., z;).

Propriété 2 :
Zy (41+ 2 Xop, (2,)) €t Zjp (20 + 15 Xa1, (2, y)) sont
symétriques en (z,y).

Propriété 3 :
Zoyp (A Xoy_1, (2,y)) €t Zgp (21; Xo1—q, (2, y)) vérifient 'équation
fonctionnelle :

FY(z,y)o(a’yz) = F (y,2)0(a®) + F " (y, z)o(z7).
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Preuve(3/5) : specialisations
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Preuve(3/5) : specialisations

[ 2[—1
Z(; Xy1,az1) = o(a®) || o(@Prizi) || olazezy)
k=2 k=l+1

X Z(l —1; Xo1—1\z1)

[ 20—1
Z(; Xy—1,az1) = o(a®) || o(@®aezr) || o(azizi)
k=2 k=[+1

X Z(l —1; Xg1—1\21)
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Preuve(3/5) : specialisations

[ 2[—-1

Zyr 2 Xg_1, (ax1,y)) = o(a®)o(az1y) | [ o(@®zezr) || olazizy)
k=2 k=41

X ZE’TT(ZZ — 1, Xo1-1\z1, (Y, 21))

[ 20—1
Zyp (2 X1, (,a21)) = o(a®)o(axzy) | [ olazsdr) || o(a®z124)
k=2 k=[+1

X Zipp (20 = 1; Xo1—1\x1, (%1, 7))
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Preuve(3/5) : specialisations

z 21
Zyip 2L+ 15 Xo, (az1,y)) = o(@®) ] ol@®zzr) || olazizy)
k=1 k=I+1

X Zgp (26 Xgi\x1, (y, 71))

z 21
Zyp 2L+ 15 X, (az1,y)) = o(d®) | ] o(c®nizy) || olazsd)
k=2 k=i+1

X Zp (26 Xgi\x1, (y, 71))
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Preuve(3/5) : specialisations

2[—1

o(a)o(a’)o(azy)  [] ola*eizr)o(anay)

k=2
X Z&S’T_ (4(1 = 1); Xo—1\x1, (¥, 1))

Z&S,T_ (4l; X911, (az1,v))

2[—1

J(a)a(aQ)U(a:c:Ei)( I1 a(aQ:cl:Z'k)a(aa:kfl))

k=2
X Z;Q_i”_ (4(l — 1); le_l\xl, (:Ul, :C))

ZC_S’T_ (4l; Xo1—1, (x,ax7))
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Preuve(3/5) : specialisations

2l

o(a)o(a’)o(azy) ( [ ola®eizr)ofariz) )

k=2
X Zgg’T_(ZLZ — 2; Xo1\71, (¥, 1))

Zg’T‘ (4l + 2; Xy, (a1,7))

21

o(a)o(a?)o(azF;) ( I1 0(a2x1:fk)0(aa?k;i1))

k=2
< 25 (41— % XN, (o1,1)

Zip (A + 2; Xy, (7, az1))
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Preuve (3/5) : speécialisation supplémentaire
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Preuve (3/5) : specialisation supplementaire

ZQT(4Z + 27 X2la (aya y))

o(a)( I o(a®yzr)o () )
k=1

X Zor(4l; Xop\xar, (221, x21))

[ 21
ZHT(ZZ -+ 17 X2[7 (aya y)) — H O-(G’nyk) H O'(Cliﬁkg)
k=1 k=Il+1

X Z 7 (2l; Xop\way, (221, £91))
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Spécialisation supplémentaire
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Spécialisation supplémentaire

ay s ¢
X, —
X,
X,
X —
| B
X X X X Y
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Spécialisation supplémentaire

ay > 7{
X
4 -
X3 - X
X2 -
X 0 -

ryrr
X1X2X3X4y
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Spécialisation supplémentaire

ay > e
X, —
X
3 -
<
X,
X —

ry vy

!
y
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Spécialisation supplémentaire

X —
Y Y Y Y
X1 X2 X3 X4
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Preuve (3/5) : specialisation supplementaire

ZQT(4Z + 27 X2la (aya y))

o(a)( I o(a®yzr)o () )
k=1

X Zor(4l; Xop\xar, (221, x21))

[ 21
ZHT(ZZ -+ 17 X2[7 (aya y)) — H O-(G’nyk) H O'(Cliﬁkg)
k=1 k=Il+1

X Z 7 (2l; Xop\way, (221, £91))
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Preuve (4/5) :a = ¢'™/3
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Preuve (4/5) :a = ¢'™/3

Théoreme (Stroganov) :
Pour a = /3, Z est symétrique en toutes ses variables.
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Preuve (5/5) : conclusion
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Preuve (5/5) . conclusion

Nous voulons montrer que :
o L] et R coincident en 2] — 1 spécialisations,
o L, et R, coincident en 2! spécialisations,
s L, et Ry coincident en 2/ spécialisations,

o L, et R, coincident en 2! + 1 spécialisations.
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Preuve (5/5) : conclusion

LaBRI — 11-04-08 — Enumeération d’ASM (quasi-)invariantes par quart-de-tour.p.26/31



Preuve (5/5) : conclusion

L et R coincident en z = ax :
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Preuve (5/5) . conclusion

L et R coincident en z = ax :

Z (4l Xop -1, (a1, y)) =
o(a)?o(azy) [Tisy o(am1Zr)2 Z 504 — 25 X1 \x1, (v, 71))
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Preuve (5/5) . conclusion

L et R coincident en z = ax :

Z+ (4l XQ[ 1, (aazl,y)) —
0(&)2 (az:) [Tisy o(az1x)? 250 (4 — 25 Xo1-1\z1, (y, 71))

= o(a) o (a)?o(az;y) [[1=y o(az1iy)?
xZ(1—1; Xoy_1\z1) Z(l; Xoy_1\x1, Y, 1) Z 10 (21 — 15 Xop—1\ 1, (v, 71))

LaBRI — 11-04-08 — Enumeération d’ASM (quasi-)invariantes par quart-de-tour.p.26/31



Preuve (5/5) . conclusion

L et R coincident en z = ax :

Z@ST(ZUQ Xoi—1, (ax1,y)) =
o(a)?o(azy) [Tisy o(am1Zr)2 Z 504 — 25 X1 \x1, (v, 71))

= o(a) o (a)?o(az;y) [[1=y o(az1iy)?
xZ(1—1; Xoy_1\z1) Z(l; Xoy_1\x1, Y, 1) Z 10 (21 — 15 Xop—1\ 1, (v, 71))

= o(a) o (a)?0(azy) [[1—y o(az17y)?
X Z(l — 1; Xoy—1\21) Z(I; X211, Y) Z 5021 — 1; Xo1_1\z1, (y, 21))
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Preuve (5/5) . conclusion

L et R coincident en z = ax :

Z@ST(ZU; Xoi—1, (ax1,y)) =
o(a)?o(azy) [Tisy o(am1Zr)2 Z 504 — 25 X1 \x1, (v, 71))

= o(a) o (a)?o(az;y) [[1=y o(az1iy)?
xZ(1—1; Xoy_1\z1) Z(l; Xoy_1\x1, Y, 1) Z 10 (21 — 15 Xop—1\ 1, (v, 71))

= o(a) o (a)?0(azy) [[1—y o(az17y)?
X Z(l — 1; Xoy—1\21) Z(I; X211, Y) Z 5021 — 1; Xo1_1\z1, (y, 21))

= o(a) ' Z(l; Xor—1,ax1) Z(1; Xo1-1,Y) Z fyp(21; Xop—1, (a1, 7).
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Preuve (5/5) : conclusion

L et R coincident en z = ax;.

LaBRI — 11-04-08 — Enumération d’ASM (quasi-)invariantes par quart-de-tour.p.27/31



Preuve (5/5) . conclusion

L et R coincident en z = ax1.
1 1

De méme :

L, et R, coincident en z = ax;.
L et R coincident en y = ax;.
L, et R, coincidenten y = ax;.

On deéduit :
L et R coincident en 2 = ax;.
L, et R, coincident en z = ax;.
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Pseudo-symeétrie
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Pseudo-symeétrie

Ona:
LIL(y,aaﬁl) — Rf(y,axl) and L, (y,ax1) = R (y,ax1),
d’'ou :
o(a*)Ly (y,ax1) + o(ax1y) Ly (y, ax1)
o(ayzy)

o(a®)Ry (y,ax1) + o(ax1y) Ry (y, ax1)
o(ayzy)

Li(ax1,y) =

— Rii_(aﬂjl,y)
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Preuve (5/5) . conclusion

L et R coincident en z = ax1.
1 1

De méme :

L, et R, coincident en z = ax;.
L et R coincident en y = ax;.
L, et R, coincidenten y = ax;.

On deéduit :
L et R coincident en 2 = ax;.
L, et R, coincident en z = ax;.
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Preuve (5/5) . conclusion

L et R coincident en z = ax1.
1 1

De méme :

L, et R, coincident en z = ax;.
L et R coincident en y = ax;.
L, et R, coincidenten y = ax;.

On deéduit :
L et R coincident en 2 = ax;.
L, et R, coincident en z = ax;.

D'ou les égalités : L = R et L] = R;.
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Preuve (5/5) : conclusion
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Preuve (5/5) . conclusion

Ly et R} coincident en = = ax;.
L, et R, coincident en z = ax;.
Ly et Ry coincident en y = a;.
L, et R, coincidenten y = ax;.

On déduit (symetrie (z,v)) -
Ly et Ry coincident en = = ax;.
L, et R, coincident en z = ax;.
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Preuve (5/5) . conclusion

Ly et R} coincident en = = ax;.
L, et R, coincident en z = ax;.
Ly et Ry coincident en y = a;.
L, et R, coincidenten y = ax;.

On déduit (symetrie (z,v)) -
Ly et Ry coincident en = = ax;.
L, et R, coincident en z = ax;.

D'ou Ly = R;.
Mais il manque une speécialisation pour L, = R, .

LaBRI — 11-04-08 — Enumération d’ASM (quasi-)invariantes par quart-de-tour.p.30/31



Spécialisation supplémentaire
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Spécialisation supplémentaire

Ona:
(L;—I—LQ_) = (R;—FRQ_) pour r = ay.
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Spécialisation supplémentaire

Ona:
(L;—l—LQ_) = (R;—FRQ_) pour x = ay.

Mais on vient de prouver : L; = R;.
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Spécialisation supplémentaire

Ona:
(L;+LQ_) = (R;—FRQ_) pour x = ay.

Mais on vient de prouver : L; = R;.

D'ou L, = R, pour z = ay.
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Spécialisation supplémentaire

Ona:
(L;—l—LQ_) = (R;—FRQ_) pour r = ay.

Mais on vient de prouver : L; = R;.

D'ou L, = R, pour z = ay.

Fin de la preuve.
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