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Matrices a signes alternants

Théoreme (Zeilberger)

Le nombre de MSA de taille n est donné par la formule :

114!'7! .. (3n—2)!
A(n) — 7l (n+1)! (n+2()! (2)77,—1)! .
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Classes de symétrie de MSA
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Classes de symétrie de MSA
VSASM

e T S
+ - 4 = +
= = +
= = 4+ = +
= = +
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Classes de symétrie de MSA

VSASM
T T
+ - + - +
+ - +
+ - 4+ - +
. + - + .
L )
HTSASM
(. + . \
+ - S
. +
+ .
+ — +
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Classes de symétrie de MSA

VSASM
( N \
T QTSASM
e - \
- =+ + . - +
- = k= + .
. o= -+
N\ . . o+ . -+
HTSASM S+
[+ ) + — 4
+ - + . \ - + )
. +
+ .
o —
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Classes de symétrie de MSA

LaBRI — 21-03-08 — Enumeération de (classes de symétrie de) matrices a signes alternants (selon Kuperberg).p.3/19



Classes de symétrie de MSA

Théoreme (Kuperberg)
Le nombres de MSA respectivement non-, V-, HT-, et
QT-symetriques sont donnés par :

A = (-3 T =02
I C L | G e

1<i,j<2n+1, 2|j

Apr(2n) = A(n) X (_3)(3) H 32]——@21;2’

Agr(4n) = A(n)* x Agr(2n).
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Glace carrée
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| | Glace carrée
Terminologie :

e (G graphe tetravalent, un état glacé de G est une orientation des
arétes telle gu’en chague sommet 2 arétes rentrent et 2 sortent

e Si GG est localement carré, on parle de glace carree
e (G peut avoir des sommets de degre 1 : bord

e Une restriction sur les arétes au bord est appelée condition au
bord
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| | Glace carrée
Terminologie :

e (G graphe tetravalent, un état glacé de G est une orientation des
arétes telle gu’en chague sommet 2 arétes rentrent et 2 sortent

e Si GG est localement carré, on parle de glace carree
e (G peut avoir des sommets de degre 1 : bord

e Une restriction sur les arétes au bord est appelée condition au

bord
LA
Glace carrée avec domain wall boundary : Y Y Y Y
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Glace carréee et MSA
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Glace carréee et MSA

0 0 1 O
1 0 -1 1
= 0100
0 0 1 O
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Glace carréee et MSA

O 0 1 O
1 0 -1 1
O 1 0 O
O 0 1 O
ASM 0 0 0 0 1 -1

S s
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Glace carree et symetrie
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Glace carree et symetrie

Glace carrée VS

Y Y Y YV Y
A
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Glace carree et symetrie

Glace carrée VS

Y Y Y YV Y
A

Y Y Glace carréee HTS

LA

Y Y Y VY YY
N

T 1
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Glace carree et symetrie

Glacie (iarrée VS Glace carrée QTS
2 -
e >
- -
2 — /}
e -

Y Y Glace carréee HTS

LA

Y Y Y Y

ry 1

Y Y Y VY YY
N

T 1
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Poids
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XX w2X
Y Y Y Y

X

Poids
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Poids Glace carrée QTS

Glace carrée VS

)% T -
X —

X
X3 — S & =

X—
X2 T — ¢

, X

X — «<— Glace carree HTS

X1 >

Y Y LA
¥ ¥

N R ST o W o G
Y Y Y Y Y Y
N

¥ % X%
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Poids Glace carree QTS

Glace carrée VS

)% T -
X —

X4 -
X3 — K

X3 .
X, - -

, X

X —= «<— Glace carree HTS

X1 .

Y Y LA
Y ¥

Ty
X1X2X3X4

N R ST o W o G
Y Y Y Y Y Y
N

parameétres spectraux

1

¥ % X%
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X X X
Y Y Y Y

X

Poids
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X X X
Y Y Y Y

X

Q i

Poids
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Poids

X, —— -<
X -
X -
X — -
(11
Y ¥ % Y
z =21

poids en chague nceud :

e 0

o(a®)  o(a®) o(az) o(az) o(az) o(a2)
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Poids

-
.
X, — -
X — = -
Y Y Y Y avec :
¥ % % % e o UN parametre commun
» a tous les sommets

poids en chague nceud :

E e

o(a®) o(a®) o(az) o(az) o(az) o(a?)
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Poids

G o

o(a®)  o(a®) o(az) o(az) o(az) o(a?)

Le poids d’un état est alors le produit des poids des sommets
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Poids

E e

o(a®)  o(a®) o(az) o(az) o(az) o(a?)

Le poids d’un état est alors le produit des poids des sommets

Par exemple, le poids de y  esto(azy) x o(a?).
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Poids

E e

o(a®)  o(a®) o(az) o(az) o(az) o(a?)

Le poids d’un état est alors le produit des poids des sommets

Par exemple, le poids de y  esto(azy) x o(a?).
La fonction de partition d’'un modele de glace est la somme des
poids de tous ses états.
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Poids

E e

o(a®)  o(a®) o(az) o(az) o(az) o(a?)

Le poids d’un état est alors le produit des poids des sommets

Par exemple, le poids de y  esto(azy) x o(a?).

La fonction de partition d’'un modele de glace est la somme des
poids de tous ses états.

Notation :

Z(laXlaifl)a ZV(QZ—I_l?XZl—I-la}/l)a ZHT(2Z7XZ7}/Z)7 ZQT(4Z7X2l)
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Equation de Yang-Baxter
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Equation de Yang-Baxter

Sl zyz = a alors :

LaBRI — 21-03-08 — Enumération de (classes de symétrie de) matrices & signes alternants (selon Kuperberg).p.11/19



Symeétrie des fonctions de partition
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Symeétrie des fonctions de partition

Application de I'équation de Yang-Baxter
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Symeétrie des fonctions de partition

Application de I'équation de Yang-Baxter

X —— -<
X3 T -
X -
X — -

Z(4, L1, L2,X3,T4,Y1,Y2,Y3, y4)
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Symeétrie des fonctions de partition

Application de I'équation de Yang-Baxter

O'(CLE) X Z(4, L1,X2,T3,T4,Y1,Y2,Y3, y4)
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Symeétrie des fonctions de partition

Application de I'équation de Yang-Baxter

O'(CLE) X Z(4, L1,X2,T3,T4,Y1,Y2,Y3, y4)
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Symeétrie des fonctions de partition

Application de I'équation de Yang-Baxter

X —— -<

X3 T -
X — = S S
X >

SRR
y ¥ ¥ Y

O'(CLE) X Z(4, L1,X2,T3,T4,Y1,Y2,Y3, y4)
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Symeétrie des fonctions de partition

Application de I'équation de Yang-Baxter

X —— -<

X3 T -
X1 > | -
X <

EERE
y ¥ ¥ Y

O'(CLE) X Z(4, L1,X2,T3,T4,Y1,Y2,Y3, y4)
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Symeétrie des fonctions de partition

Application de I'équation de Yang-Baxter

r11
Y % % Y

O'(CLE) X Z(4, L1,X2,T3,T4,Y1,Y2,Y3, y4)

— Z(4;$2,$1,$3,$4,y1,y2,yg,y4) X 0-(0’2)
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Symeétrie des fonctions de partition

Application de I'équation de Yang-Baxter

XY ¥ % Y%
Z(455’31;37273337374791792793794) — Z(4;332,331,£U3,334,y1,y2,y3,y4)
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Symeétrie des fonctions de partition

Glace carrée HTS

-

Glace carree QTS

D

H>< N oo>< e r\J>< o
Y Y Y VY Y Y
\_/

1
Y % ¥

RN IR oty

Y Y Y Y

YX YX YX YX

LaBRI — 21-03-08 — Enumération de (classes de symétrie de) matrices a signes alternants (selon Kuperberg).p.13/19



PolynOmes de Laurent et largeurs
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PolynOmes de Laurent et largeurs

Chacune des fonctions de partition considerées est

e Un polynOme de Laurent en x;

e centre

e pair ou impair

Donc sa valeur est determinée par w + 1 spécialisations ou w est
sa demi-largeur (sa largeur en z%).
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PolynOmes de Laurent et largeurs

Chacune des fonctions de partition considerées est

e Un polynOme de Laurent en x;

e centre

e pair ou impair

Donc sa valeur est determinée par w + 1 spécialisations ou w est
sa demi-largeur (sa largeur en z%).

X, —— -<
X -
X — -
X — -<
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PolynOmes de Laurent et largeurs

Glace carrée VS Glace carrée QTS
LA
X — -
X — -
X3 T ~-K
X > /}
X— =1 | <« Glace carrée HTS i“ =
11 I
Y ¥ X N
A T
- AR
X,
X, -

1

¥ % X%
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Spécialisations
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Spécialisations

Rappel :

e

o(a®)  o(a®) o(az) o(az) o(az) o(a?)

LaBRI — 21-03-08 — Enumération de (classes de symétrie de) matrices & signes alternants (selon Kuperberg).p.16/19



Spécialisations

Rappel :

G

o(a®)  o(a®) o(az) o(az) o(az) o(a?)

i +
Donc pour z; = ay; le sommet ¥ aun poids non nul
seulement pour :

¥
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Spécialisations
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Spécialisations

ce qui implique : y

X X

Y Y VY
A A A A

X
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Spécialisations

Xl
ce qui implique : y
LA
X4 - ——
X3 — —<
X -<
X —— —-<

dou :
Z(;ayr, x2,- -2, Y1, - - - 1) = 0(a?) [[ag; 0 (aZ1yi)o (aZiyr)
XZ(l—1;29,...,21,Y2, -, Y1)
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Spécialisations

Z(l;ay1, T2, ..., L Y1, - Y1) = 0(a?) | loci o(az1yi)o(aziyr)
XZ(l—1;29,...,21,Y2, -, Y1)
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Spécialisations

Z(l;ay1, T2, ..., L Y1, - Y1) = 0(a?) | loci o(az1yi)o(aziyr)
XZ(l—1;29,...,21,Y2, -, Y1)
la symétrie en les y; implique alors :

Z(l;ayr, T2, -, 21, Y1, - - -, Y1) = 0(a®) [0 0(a@19i) [, 0 (aZjyn)
< Z(1 — 1; X\z1, Yi\yk).
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Spécialisations

Z(l;ay1, T2, ..., L Y1, - Y1) = 0(a?) | loci o(az1yi)o(aziyr)
XZ(l—1;29,...,21,Y2, -, Y1)
la symétrie en les y; implique alors :

Z(l;ayr, T2, -, 21, Y1, - - -, Y1) = 0(a®) [0 0(a@19i) [, 0 (aZjyn)
< Z(1 — 1; X\z1, Yi\yk).

On obtient ainsi [ spécialisations, ce qui est suffisant pour
déeterminer Z, de demi-largeur [ — 1.
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Spécialisations

Pour les QTSASM : 1 = azs

XX XWX

Y Y Y Y
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Spécialisations

Pour les QTSASM : z; = axy /}

XX XWX

Y Y Y Y

AAA
D’ou :
Zor(l;axe, xa, ..., x9) = o(a)?c(a?)? | [s<ica o(ax;x1)%*0(azizo)
X Zqr(4(l —1);23,. .., 221)

2
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Spécialisations

Pour les QTSASM : z; = axy /}

Y Y Y Y

AAA
D’ou :
Zor(l;axe, xa, ..., x9) = o(a)?c(a?)? | [s<ico o(ax;x1)%*0(azizo)
X Zqr(4(l —1);23,. .., 221)

On obtient par symeétrie 2(2] — 1) spécialisations, ce qui est
suffisant pour determiner Zgr, de demi-largeur 47 — 3.

2
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