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ASM invariant under a hal-fturn (HTASM)

even size 2/ =6

Second congress Canada-France — Quarter-turn symmetric alternating sign matrices — p.2/32



ASM invariant under a hal-fturn (HTASM)
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ASM Invariant under a quarter-turn (QTASM)
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ASM Invariant under a quarter-turn (QTASM)
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ASM Invariant under a quarter-turn (QTASM)
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Enumeration of ASM’s

Theorem (Zeilberger — Kuperberg)
The numbers of ASM’s, HTASM’s and QTASM'’s are respectively
given by:
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Enumeration of QTASM’s

Agr(4l) = A(1)? x Agr(21)
Aor(4l — 1) = A()? x Agr(20 —1)
Aor(4l +1) = A()? x Agr(20 + 1)
Agr(4l +2) = 0
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taille 4/ + 2 =6

(quasi-)QTASM of size4l + 2
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Enumeration of QTASM’s

41— 1) = A()? x Agr(20 — 1)
Al +1) = A)? x Agr(20+1)
Al+2)=0
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Enumeration of QTASM’s

Agr(4l) = A(1)? x Agr(21)

Agr(4l — 1) = A()? x Agr(20 — 1)

Agr(4l+1) = A(D)? x Agr (20 + 1)
Agor(4l+2) = A(l) x A1+ 1) x Agr(20+ 1)
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Squareice
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GlacecarréeHTS
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GlacecarréeHTS
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Glacecarréee QTS

QTASM de taille 47 = 8

XX X X
Y Y VY
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Glacecarréee QTS

QTASM de tallle 471 = 8 gQTASM de taille 41 +2 = 10
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Résultat principal

Théoreme

Pour a = ¢'/3, |es fonctions de partition des modéles précédents
sont reliés par :

Zor(4l; Xo11, (w y)) =
o(a) ' Z(l; Xoi—1,2) Z(l; Xo1—1,9) Zur(21; Xoi—1, (2, y)),

Zor(4l + 2; Xop, (z,y)) =
o(a)'Z(l; Xo) Z(1 + 1; Xop, 2, y) Zur (21 4 1; X, (2, 1)),
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Couponslaglaceen deux - HTS
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Couponslaglaceen deux - HTS

HTASM de taille 2] = 6 HTASM de tallle 2] +1 =7
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Couponslaglaceen deux - QTS

QTASM de tallle 471 = 8 gQTASM de taille 41 +2 = 10

XX X X
Y Y VY
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Cequ’on va montrer
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Cequ’on va montrer

Pour a = ¢™/3, les (demi-)fonctions de partition des modéles
précédents sont relies par :

Z (4l Xop—1, (1,y)) =
o(a) 1 Z(l; Xoy—1,2) Z(l; Xoy—1,9) Z 70 (2l; Xoy—1, (,v)),

Zor(4l; Xoi—1, (z,y)) =
o(a) 1 Z(l; Xoy—1,2) Z(l; Xor—1,9) Z 70 (2l; Xoy—1, (,v)),

Z (4l + 2; X, (2,9)) =
a(a)_lZ(l; Xo)Z (14 1; Xop, , y)Z;IT(Zl + 1; Xog, (2, 9)),

Zor(4l + 2; Xop, (2, y)) =
o(a) ' Z(; Xa)Z (1 + 1; Xop, 2, y) Z (20 + 15 Xop, (2,9)).
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Preuve (1/5) . largeursdes polyndmes de L aurent
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Preuve (1/5) . largeursdes polyndmes de L aurent

Toutes les fonctions de partition considerées sont des
polyndmes de Laurent en x pairs ou impairs,
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Preuve (1/5) . largeursdes polyndmes de L aurent

Toutes les fonctions de partition considerées sont des
polyndmes de Laurent en x pairs ou impairs,
et leur (demi-)largeur est :

e pour L] et Ry : 2l — 2,
epour Ly et Ry : 2l —1,
e pour Ly et Ry : 20 —1,
e pour L, et R, : 21.
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Preuve (2/5) : symétries

Proprieté 1 :
Toutes les fonctions de partition considerées sont symetriques
en leurs variables (z1,...,x;).
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Preuve (2/5) : symétries

Propriéte 1 :
Toutes les fonctions de partition considerées sont symetriques
en leurs variables (z1,...,x;).

Propriéte 2 :
Zoi (A + 25 Xoy, (2,y)) €t Zjpy (21 + 1; Xy, (w2, y)) sont
symeétriques en (x,y).
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Symétrieen (z,y)
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Symétrieen (z,y)
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Symétrieen (z,y)

Y Y Y Y

Second congress Canada-France — Quarter-turn symmetric alternating sign matrices — p.17/32



Preuve (2/5) : symétries

Propriéte 1 :
Toutes les fonctions de partition considerées sont symetriques
en leurs variables (z1,...,x;).

Propriéte 2 :
Zoi (A + 25 Xoy, (2,y)) €t Zjpy (21 + 1; Xy, (w2, y)) sont
symeétriques en (x,y).
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Preuve (2/5) : symétries

Propriéte 1 :
Toutes les fonctions de partition considerées sont symetriques
en leurs variables (z1,...,x;).

Propriéte 2 :
Zg’T_ (41 4 2; Xop, (2,7)) €t Zm (21 4 1; Xop, (2, 7)) SONt
symeétriques en (x,y).

Propriéte 3 :
Zoyip (Al Xoy_1, (2, y)) €t Zpp (21; Xo1-1, (2, y)) vérifient I'équation
fonctionnelle :

F(z,y)o(a’yz) = F (y,2)0(a®) + F " (y, 2)o(x7).
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Pseudo-symétrieen (z, y)
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Pseudo-symétrieen (z, y)

Dans le cas de ' : le nceud supplémentaire
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Pseudo-symétrieen (z, y)

Dans le cas de ' : le nceud supplémentaire

peut avoir deux orientations :
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Pseudo-symétrieen (z, y)

Dans le cas de ' : le nceud supplémentaire

peut avoir deux orientations :

ce qui donne préecisément :

F(z,y)o(a’yz) = F (y,2)0(a®) + F " (y, 2)o(x7).
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Preuve (2/5) : symétries

Propriéte 1 :
Toutes les fonctions de partition considerées sont symetriques
en leurs variables (z1,...,x;).

Propriéte 2 :
Zg’T_ (41 4 2; Xop, (2,7)) €t Zm (21 4 1; Xop, (2, 7)) SONt
symeétriques en (x,y).

Propriéte 3 :
Zoyip (Al Xoy_1, (2, y)) €t Zpp (21; Xo1-1, (2, y)) vérifient I'équation
fonctionnelle :

F(z,y)o(a’yz) = F (y,2)0(a®) + F " (y, 2)o(x7).
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Preuve(3/5) : spécialisations
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Preuve(3/5) : spécialisations

[ 2[—1
Z(; Xg—1,am1) = o(a®) []o(@®xizi) |[ olawezy)
k=2 k=Il+1

X Z(l —1; Xo1—1\z1)

l 20—1
Z(; Xy—1,a21) = o(a®) || o(@®zezr) || olazizi)
k=2 k=Il+1

X Z(l —1; Xo—1\71)
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Preuve(3/5) : spécialisations

z 21-1
Zyip (21 Xo11, (a1, y)) = o(a®)o(azig) || o(®zpzr) || olazizy)
k=2 k=I+1

X Z};’T_(zl — 1;X2l—1\$17 (yaxl))

z 21—1
Zyp (21 Xo11, (2,a21)) = o(a®)a(axzy) || oazrz) |[ olaPzizs)
k=2 k=I+1

X Z;’T_(Ql —1; Xo1—1\z1, (21, %))
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Preuve(3/5) : spécialisations

[ 21
Zyr L+ L Xop, (az1,y)) = o(a®) [ ol@®zezr) || olazizy)
k=1 k=Il+1

X Z;_}’T_ (2[, X2l\$17 (ya 331))

[ 21
Zyr QL+ L Xop, (az1,y)) = o(a®) [ o@®zize) || olazpzr)
k=2 k=Il+1

X Zpp (21 Xgi\x1, (y, 41))
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Preuve(3/5) : spécialisations

2[—-1

o(a)o(a®)o(azy) ( [] o(@rz)o(aziz))

k=2
X Zgp (40 = 1); Xo_1\z1, (y, 71))

ZC—S’%_ (4l7 X2l—17 (C_I’xh y))

2[—1

J(a)a(aQ)a(axfi)( I1 a(aQ:Ul:Ek)a(axkfl))

k=2
X Z&Sﬁ: (4(l — 1); le_l\xl, (561, m))

Zgg{r_ (4l; Xop—1, (z,a21))
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Preuve(3/5) : spécialisations

21

o(a)o(a®)o(axip) ( [] o(a’mrzr)o(anizr))

k=2
X Zgrjr_(lll — 2;X2l\x17 (yaxl))

Zip (4 + 25 Xy, (Gz1,y))

2l

o(a)o(a?)o (axE;) ( I1 a(aQ:Ul:Ek)a(axkfl))

k=2
X Zoip (4 — 25 Xo)\z1, (21, 7))

Z&S’T_ (4l + 25 Xop, (2, a271))
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Preuve (3/5) . spécialisation supplémentaire

2l
Zor(Al+ 2 Xa, (ay,0) = o(a)( [] ola®yar)o(amin))
k=1

X ZoT (4l; Xog\war, (221, 221))

[ 21
ZHT(QZ + 17 X2l7 (Cly, y)) — H O'(Cl,2y£@k) H O'(CLZng)
k=1 k=Il+1

X Z T (2l; Xog\war, (221, x21))
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Spécialisation supplémentaire
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Spécialisation supplémentaire

ay - «
X, — =
X —
X2 -
Xl .

rrrry
x1x2x3x4y
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Spécialisation supplémentaire

ay > ﬁ
X -
4 Xﬁ{
X >
X2 -
Xl .

rrrry
x1x2x3x4y
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Spécialisation supplémentaire

ay > «
X, — =
X >
A <
X2 -
Xl .

rrrry
x1x2x3x4y
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Spécialisation supplémentaire

X —— y
Y Y Y Y
X1 X2 X3 X 0
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Preuve (3/5) . spécialisation supplémentaire

2l
Zor(Al+ 2 Xa, (ay,0) = o(a)( [] ola®yar)o(amin))
k=1

X ZoT (4l; Xog\war, (221, 221))

[ 21
ZHT(QZ + 17 X2l7 (Cly, y)) — H O'(Cl,2y£@k) H O'(CLZng)
k=1 k=Il+1

X Z T (2l; Xog\war, (221, x21))
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Preuve (4/5) : a = ¢'™/3
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Preuve (4/5) : a = /3

Théoreme (Stroganov) :
Pour a = ¢™/3, Z est symétrigue en toutes ses variables.
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Preuve (5/5) : conclusion
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Preuve (5/5) . conclusion

Nous voulons montrer que :
o L] et R coincident en 2/ — 1 spécialisations,
o L, et R; coincident en 2! spécialisations,
o L, et Ry coincident en 2/ spécialisations,

o L, et R, coincident en 2/ + 1 specialisations.
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Preuve (5/5) : conclusion
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Preuve (5/5) : conclusion

L et R coincident en z = ax :
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Preuve (5/5) . conclusion

L{ et R{ coincidenten z = ax :

Z&ST(ZU; Xoi—1,(az1,y)) =
o(a)?0(az:g) [They o(az1Ze)? Zop (4l — 25 Xo_1\z1, (y, 1))

Second congress Canada-France — Quarter-turn symmetric alternating sign matrices — p.27/32



Preuve (5/5) . conclusion

L{ et R{ coincidenten z = ax :

Z+ +(4l; Xop—1, (az1,y)) =
U(a)2 (az:9) [Ti=s o(az1i)? Z5p(4l — 25 Xop—1\a1, (y, 21))

= o(a)'o(a)o(azy) [[=; o(awiZy)?
XZ(1—1; Xoy—1\21) Z(l; Xoy—1\x1, v, 1) Z (21 — 15 Xop—1 \ 21, (y, 71))
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Preuve (5/5) . conclusion

L{ et R{ coincidenten z = ax :

Z+ +(4l; Xop—1, (az1,y)) =
U(a)2 (az:9) [Ti=s o(az1i)? Z5p(4l — 25 Xop—1\a1, (y, 21))

= o(a) o (a)?o(az;y) [[1=y o(az17y)?
XZ(1—1; Xoy—1\21) Z(l; Xoy—1\x1, v, 1) Z (21 — 15 Xop—1 \ 21, (y, 71))

= o(a)to(a)?o(azy) [[1=y o(az13y)?
xZ(1 — 1; Xo—1\x1) Z(l; Xoi—1,y) Z 170 (20 — 15 Xoy—1\z1, (y, 21))
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Preuve (5/5) . conclusion

L{ et R{ coincidenten z = ax :

Z+ +(4l; Xop—1, (az1,y)) =
U(a)2 (az:9) [Ti=s o(az1i)? Z5p(4l — 25 Xop—1\a1, (y, 21))

= o(a) o (a)?o(az;y) [[1=y o(az17y)?
XZ(1—1; Xoy—1\21) Z(l; Xoy—1\x1, v, 1) Z (21 — 15 Xop—1 \ 21, (y, 71))

= o(a)to(a)?o(azy) [[1=y o(az13y)?
xZ(1 — 1; Xo—1\x1) Z(l; Xoi—1,y) Z 170 (20 — 15 Xoy—1\z1, (y, 21))

= o0(a) ' Z(l; Xo—1,a21) Z(l; Xo1—1, Y) Z 117 (2l Xop—1, (az1, v)).
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Preuve (5/5) : conclusion

L et R coincident en z = ax;.
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Preuve (5/5) : conclusion

L{ et R{ coincident en = = au;.

De méme :

L, et R, coincident en z = ax;.
L{ et R] coincident en y = ax;.
L, et R, coincidenten y = ax;.

On deduit :
L et R coincident en z = ax;.
L, et Ry coincident en z = ax;.
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Pseudo-symétrie
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Pseudo-symétrie

Ona:
LT(?J,CLZCl) — RT(?J,CLCC1) and L1_<y,a561) — Rl_(y7ax1)7
d'ou :
o(a®)Ly (y,az1) + o(az1§) Ly (v, az1)
o(ayzy)

o(a®)R{ (y,ax1) + o(ax19) Ry (y, axy)
o(ayz1)

Li(az1,y) =

= R (az1,y)
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Preuve (5/5) : conclusion

L{ et R{ coincident en = = au;.

De méme :

L, et R, coincident en z = ax;.
L{ et R] coincident en y = ax;.
L, et R, coincidenten y = ax;.

On deduit :
L et R coincident en z = ax;.
L, et Ry coincident en z = ax;.
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Preuve (5/5) . conclusion

L{ et R{ coincident en = = au;.

De méme :

L, et R, coincident en z = ax;.
L{ et R] coincident en y
L, et R, coincidenten y = ax;.

axi.

On deduit :
L et R coincident en z = ax;.
L, et Ry coincident en z = ax;.

D'oll les égalités : L; = R et L; = R;.
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Preuve (5/5) : conclusion

Second congress Canada-France — Quarter-turn symmetric alternating sign matrices — p.31/32



Preuve (5/5) : conclusion

Ly et R coincident en = = ax;.
L, et R, coincident en z = ax;.
Ly et Ry coincident en y = ax;.
L, et R, coincidenten y = ax;.

On déduit (symétrie (x,v)) :
Ly et Ry coincident en z = ax;.
L, et R, coincident en z = ax;.
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Preuve (5/5) . conclusion

Ly et R coincident en = = ax;.
L, et R, coincident en z = ax;.
Ly et Ry coincident en y = ax;.
L, et R, coincidenten y = ax;.

On déduit (symétrie (x,v)) :
Ly et Ry coincident en z = ax;.
L, et R, coincident en z = ax;.

Dol Ly = R;.
Mais il manque une specialisation pour L, = R, .
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Spécialisation supplémentaire
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Spécialisation supplémentaire

On a:
<L;+LQ_) = (R;#—R;) pour = = ay.
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Spécialisation supplémentaire

On a:
<L;+LQ_) = (R;JrRQ_) pour = = ay.

Mais on vient de prouver : Ly = R; .
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Spécialisation supplémentaire

On a:
<L;+L2_) = (R;JrRQ_) pour = = ay.

Mais on vient de prouver : Ly = R; .

D'ou L, = R, pour z = ay.
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Spécialisation supplémentaire

On a:
<L;+LQ_) = (R;JrRQ_) pour = = ay.

Mais on vient de prouver : Ly = R; .

D'ou L, = R, pour z = ay.

Fin de la preuve.
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